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PREFACIO DA ERSAR

A Entidade Reguladora dos Servicos de Aguas e Residuos, enquanto
entidade reguladora, é responsavel pela sensibilizacao e orientacdo das
entidades gestoras dos servicos de abastecimento publico de agua, sa-
neamento de aguas residuais urbanas e gestao de residuos urbanos.
Nesse quadro, tem seguido uma estratégia de permanente apoio as enti-
dades gestoras na procura de uma melhor qualidade do servico presta-
do aos consumidores, sendo de destacar as diversas publicacdes ja
editadas, nomeadamente as séries “Guias Técnicos” e “Recomendacdes”.

Identificou-se agora a necessidade de complementar a actual linha edito-
rial com uma nova série de publicagbes, destinada a apoiar a formagéo
dos actuais e futuros quadros técnicos das entidades gestoras em tema-
ticas relacionadas com a concepgéo, a gestdo e a exploragdo dos sis-
temas de aguas e residuos, que se designou “Cursos técnicos”.

Este primeiro niUmero, elaborado pela Universidade de Coimbra, aborda
0s conceitos basicos da hidrologia urbana e integra um conjunto de
quatro médulos, que visam fornecer competéncias nas areas da hi-
drologia urbana e da drenagem pluvial urbana, nomeadamente: con-
ceitos basicos; aguas pluviais em ambiente urbano; sistemas susten-
taveis de drenagem urbana; gestao e reabilitagcdo de sistemas de dre-
nagem pluvial urbana.

A pertinéncia desta publicacéo é reforcada pela urgéncia de um eleva-
do investimento ao nivel das novas redes de recolha e drenagem de
aguas residuais urbanas e da renovagao das existentes, reconhecida no
Plano Estratégico de Abastecimento de Aguas e Saneamento de Aguas
Residuais 2007-2013 (PEAASAR Il). As necessidades do Pais nesta area
exigem um esforco significativo nos préximos anos para cumprir o
objectivo de fornecer a pelo menos noventa por cento da populacéo na-
cional um servico de drenagem e tratamento de aguas residuais urba-
nas com adequada qualidade e a necessaria acessibilidade econémica.

A ERSAR procura assim dar mais um contributo para a melhoria da
qualidade dos servigos de aguas, como forma de promover a susten-
tabilidade das entidades gestoras e defender os interesses dos
utilizadores destes servigcos publicos essenciais.

Jaime Melo Baptista (Presidente do Conselho Directivo da ERSAR)
Fernanda Magés (Vogal do Conselho Directivo da ERSAR)
Jodo Simao Pires (Vogal do Conselho Directivo da ERSAR)
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PREFACIO DA COORDENAGAO CIENTIFICA

O presente Guia é o primeiro de uma série dedicada a Hidrologia
Urbana, intitula-se “Hidrologia urbana — Conceitos basicos” (Cursos
técnicos da Entidade Reguladora dos Servigos de Aguas e Residuos
- ERSAR), e tem por objectivo apresentar, de forma resumida, concei-
tos basicos de hidrologia urbana. Estes conceitos servem de base as
matérias versadas nos restantes volumes desta série da ERSAR, em
que serdo abordados os seguintes temas: aguas pluviais em ambiente
urbano; sistemas sustentaveis de drenagem urbana; gestao e reabili-
tacdo de sistemas de drenagem pluvial urbana.

Faz sentido uma breve resenha do processo que conduziu ao apare-
cimento desta obra, fruto de uma solicitagdo do entao Presidente da em-
presa Aguas de Coimbra, E. M., Prof. Jorge Temido, ao Laboratério de
Hidraulica, Recursos Hidricos e Ambiente do Departamento de Enge-
nharia Civil da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade
de Coimbra: a criagdo de um programa de formagéo pos-graduada
em Hidrologia Urbana, por mdédulos, para ser leccionado aos seus
técnicos, que fosse ao encontro das necessidades actuais daquela
empresa. Pretendia-se uma formagao avancada de cariz pratico, que
melhorasse o desempenho dos técnicos nesta area do conhecimento.

Contactos posteriores sugeriram que esta necessidade de formacao
avancada ndo se restringia & empresa Aguas de Coimbra, E. M., sendo
também sentida por varias congéneres igualmente incumbidas de
gerir as aguas pluviais nas areas urbanas da sua responsabilidade.
Acredita-se, assim, que esta formacao ira interessar a outras empre-
sas com competéncias na drenagem pluvial urbana.

Infelizmente, a drenagem de aguas pluviais em ambiente urbano nao
foi uma prioridade durante décadas, o que de certo modo até é com-
preensivel dado o baixo grau de atendimento publico que se verificava
em Portugal nas areas do abastecimento de agua, drenagem de
aguas residuais domésticas e residuos solidos urbanos. Hoje, essa si-
tuacao alterou-se de forma radical, e 0 nosso pais apresenta niveis de
atendimento bastante satisfatério, com elevado grau de fiabilidade de
servico.

O primeiro médulo do programa de formacao poés-graduada em Hi-
drologia Urbana (Médulo | — Conceitos Basicos) foi leccionado em
Coimbra durante os meses de Maio e Junho de 2008 (16 horas de

PREFACIO DA COORDENAGAOQ CIENTIFICA

\"



Vi

formacao em sala de aula), tendo sido frequentado maioritariamente
por técnicos da empresa Aguas de Coimbra, E.M. Atendendo aos
comentarios feitos pelos alunos, aproveitou-se esta oportunidade
para melhorar os textos de apoio ao curso, evoluiu-se assim para a
versao incluida neste Guia. Importa também referir as varias suges-
tdes avangadas pelos técnicos da ERSAR e pelos seis revisores que
muito ajudaram a melhorar os textos.

O texto, eminentemente de caracter didactico, tenta sistematizar e
sintetizar, num Unico volume, conceitos considerados fundamentais
para a hidrologia urbana que, por norma, ndo se encontram juntos
com este grau de profundidade e de preocupac&o com a ilustracéo
pratica. Nog¢des de estatistica, calculo numérico, hidraulica e hidrolo-
gia sdo apresentadas ao longo de quatro capitulos, que incluem
exemplos e exercicios resolvidos ilustrativos dos conceitos apresen-
tados, ao mesmo tempo que traduzem a experiéncia de anos de do-
céncia dos autores nos temas em anadlise. Penso que o conteudo deste
guia proporcionara uma sélida fundacao para o conhecimento da hi-
drologia urbana, tanto para técnicos como para outros interessados
nestas matérias.

Para mim, foi um privilégio trabalhar com os autores dos varios capi-
tulos, tanto na preparacao deste Guia como na leccionagédo do pro-
grama de formacgao pds-graduada em Hidrologia Urbana (Modulo | -
Conceitos Basicos).

Jodo L. M. Pedroso de Lima (Universidade de Coimbra)

HIDROLOGIA URBANA - CONCEITOS BASICOS
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1 INTRODUCAO

Jodo L. M. Pedroso de Lima"?

' Departamento de Engenharia Civil, Universidade de Coimbra.
2 Instituto do Mar — Centro do Mar e Ambiente.

A agua tem-se projectado no cenario mundial como tema central na
agenda politica dos paises de todos os continentes, face aos desafios
relacionados com a sua escassez e a ocorréncia de eventos extremos,
tais como secas e inundacoes.

A cheia urbana é tdo antiga como o aglomerado urbano. Ocorre quando
aguas dos cursos de agua ou dos sistemas de drenagem de aguas plu-
viais transvazam das suas secgdes de escoamento e ocupam areas urba-
nas (e. g., arruamentos, passeios, habitagdes, zonas comerciais, areas in-
dustriais). A perigosidade da cheia depende das caracteristicas fisiografi-
cas e climaticas da bacia hidrografica, mas é igualmente condicionada
por factores antropogénicos, como a ocupacgao do solo da bacia e o grau
de ocupacgéo das areas inundaveis por equipamentos urbanos.

Nas Ultimas décadas, tém ocorrido precipitagdes intensas que se traduzi-
ram em inundagdes severas um pouco por todo o lado. As analises de mo-
delos de alteragbes climaticas projectam um aumento na frequéncia e in-
tensidade destes eventos, trazendo transtornos e prejuizos as populagoes.
As modificagbes previstas da precipitacédo terdo impactos no ciclo urbano
da agua (e. 9., quantidade de agua interceptada, precipitada, infiltrada, es-
coada), sendo necessario incorpora-las no planeamento e gestéo da agua
nas areas urbanas, especialmente no que diz respeito a concepgao e ges-
téo de sistemas de drenagem. Contudo, as incertezas sobre o impacto des-
sas mudancgas da precipitacdo vao continuar ainda durante muito tempo.

Assim, torna-se imperioso um conhecimento profundo do comportamento
das aguas superficiais nas areas urbanas e da interaccéo destas com os
sistemas de drenagem. As cheias podem ocorrer em bacias urbanizadas
de quaisquer dimensdes (e. g., bacias de 1 a 100 km?).

Nos ultimos dois séculos, o crescimento das cidades tem modificado
drasticamente a paisagem nos arredores destes centros urbanos, sendo
evidente a interferéncia da urbanizagdo nos processos envolvidos no
ciclo hidrolégico. A evolugdo observada na migragdo de populagdes para
os centros urbanos € uma realidade que se mantera no futuro e, a luz do
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que se passa hoje, cada vez mais a maioria da populagdo vivera nos
grandes centros urbanos e cada vez menos nas zonas rurais.

A alteracéo das condicdes naturais, resultante da remocéao da vegetacao
a favor da construcéo urbana, diminui o potencial de infiltragéo do solo e,
consequentemente, a recarga dos aquiferos subterraneos, ao mesmo
tempo que aumenta o escoamento superficial. Superficies impermeaveis,
tais como telhados, ruas e estacionamentos pavimentados, apresentam
uma rugosidade hidraulica menor, aumentando a velocidade com que se
processa o escoamento superficial e os transportes associados (e. g., ar-
rastamento de poluentes, eroséo hidrica).

A Hidrologia, enquanto ciéncia da Terra que estuda a ocorréncia, a distri-
buicdo, o movimento e as propriedades da agua na atmosfera, na super-
ficie e no subsolo, tem procurado uma abordagem interdisciplinar, envol-
vendo-se em outras areas do saber. O objectivo é expandir o conheci-
mento existente das diversas fases do ciclo da agua, em particular nas
areas de maior densidade populacional, uma vez que séo particularmente
complexas. Surge, assim, a hidrologia urbana — ramo da hidrologia que
estuda as zonas metropolitanas analisando, em particular, o impacto do
desenvolvimento das cidades no ciclo urbano da agua e as formas de
minimizar os seus efeitos negativos.

A grande maioria dos estudos de hidrologia urbana incide na analise do
escoamento superficial, que por sua vez se relaciona estreitamente com
a protecgdo contra os fendmenos catastroficos provocados pelo movi-
mento da agua a superficie do solo (e. g., cheias, deslizamento de taludes).
Os escoamentos superficiais em aglomerados populacionais tem funda-
mentalmente origem na precipitagcdo atmosférica, mas também resultam
da rega de jardins e zonas verdes, ruptura de condutas de abastecimento
de agua, extingdo de incéndios, cheias fluviais que transvazem do leito,
ou da agua de infiltragdo que circula sob forma de escoamento hipodér-
mico ou subterraneo e depois aflora a superficie do solo.

A crescente construcédo de zonas edificadas, vias de acesso e todo o tipo
de equipamentos provoca alteragdes no escoamento superficial, que evi-
denciam a necessidade da implantacéo de um novo sistema de drenagem
de aguas pluviais que acompanhe a urbanizacao, ou a reabilitacdo do
sistema preexistente, de modo a fazer face as exigéncias a que esta sujeito.

Trata-se de uma tematica de indiscutivel importancia, cada vez mais actual,
que se traduz na imprescindivel existéncia de planos gerais de drenagem de
aguas pluviais eficazes, para um melhor controlo da dgua em meio urbano.
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1.1 Conteudo do guia

O texto introduz conceitos basicos fundamentais para a Hidrologia Urbana
no ambito da estatistica, métodos numéricos, hidraulica e hidrologia —
temas abordados do Capitulo 2 ao Capitulo 5, respectivamente.

Dada a natureza probabilistica do fendmeno hidrolégico, a Estatistica é
uma area de conhecimento importante na hidrologia urbana, utilizada na
avaliacdo do comportamento dos processos hidrolégicos, nomeadamente
na estimativa de precipitagdes e caudais para determinados periodos de
retorno, com base em séries histéricas. E nesse ambito que no Capitulo
2 é feita uma apresentagéo sobre a aplicacao das leis de Gauss, Gumbel,
Fréchet e Weibull.

A complexidade dos processos envolvidos obriga a necessidade de
recorrer ao calculo numérico para resolugdo de uma grande quantidade
de problemas e questdes. No Capitulo 3, sdo revistas as metodologias
usuais relacionadas com a estimativa de erros, a resolugdo de equacdes
nao lineares, a aproximacao de fungdes, e a integracao e diferenciacao
numérica.

E impossivel ndo recorrer a hidraulica para o dimensionamento e a gestéo
dos sistemas de drenagem. No Capitulo 4, recordam-se alguns conceitos
fundamentais da hidraulica utilizados nesta area. Forgosamente, a maior
énfase vai para os escoamentos com superficie livre, dada a natureza dos
escoamentos envolvidos e a forma como sado captados e transportados
pelos sistemas de drenagem pluvial tradicionais.

O ultimo capitulo é dedicado a hidrologia, abordando-se, de modo sucinto,
alguns aspectos e conceitos basicos com relevancia para o estudo de
sistemas de drenagem de aguas pluviais. Da-se especial atengdo aos as-
pectos relacionados com o balango hidrolégico, a caracterizagéo fisiogra-
fica da bacia hidrografica, e aos conceitos de coeficiente de escoamento
e tempo de concentracdo. O volume seguinte desta série incidira especi-
ficamente nos processos hidroldgicos de precipitagdo e escoamento
superficial e nos modelos de precipitagao-escoamento usados em hidro-
logia urbana.

Em todos os capitulos ha exemplos e exercicios, aplicados tanto quanto
possivel ao tema da hidrologia urbana, para que seja mais facil ao leitor com-
preender a necessidade e a aplicabilidade dos conceitos apresentados.
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2 METODOS ESTATISTICOS

Cristina Martins'; Maria da Graca Temido"?

' Departamento de Matematica — Universidade de Coimbra.
2 Centro de Matematica da Universidade de Coimbra.

2.1 Nota introdutoéria

Este capitulo é dedicado aos métodos estatisticos fundamentais em estu-
dos de hidrologia urbana, nomeadamente aos que se referem a fenéme-
nos aleatérios que sdo bem modelados a custa das leis normal, Gumbel,
Fréchet e Weibull. Com efeito, a lei normal surge na modelagéo de inume-
ros fendmenos, quer pelas caracteristicas probabilisticas de tais fendme-
nos, quer pelo seu simples tratamento matematico. De realcar ainda a
forca do teorema do limite central que permite, grosso modo, que médias
e somas de atributos independentes possam ser modeladas, de forma
aproximada, por uma lei normal. Por outro lado, a necessidade de mode-
lar fendmenos raros, cuja ocorréncia pode ter um efeito significativo ou
mesmo destruidor, esteve na génese da teoria de extremos. A regularida-
de encontrada em alguns destes fendmenos permitiu estabelecer que o
comportamento probabilistico do maximo de atributos independentes
seja descrito por uma das trés leis: Gumbel, Fréchet ou Weibull. Usa-se o
método dos maximos anuais, com o qual se gera e explora uma amostra
de valores maximos a partir da amostra inicial da variavel em estudo, e
estimam-se quantidades de importancia primordial na caracterizagao de
tais fenomenos raros, como quantis elevados e periodos de retorno de
niveis de referéncia.

Os métodos estatisticos assentam na teoria das probabilidades, pelo que
h&a que relembrar antes de mais os conceitos basicos de uma teoria es-
sencial ao desenvolvimento do texto e a completa compreenséo das apli-
cacgOes apresentadas. Para um estudo mais aprofundado destes e de
outros conceitos da teoria das probabilidades, o leitor podera consuliar,
por exemplo, Guimaraes e Sarsfield-Cabral (2007), Moore (2003) e
Gongalves e Mendes-Lopes (2000).

Ao longo do texto sdo indicadas outras referéncias bibliograficas associa-
das as matérias especificas em estudo.
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2.2 Conceitos basicos

2.2.1 Probabilidade

De um modo geral, o objectivo da teoria das probabilidades é encontrar
modelos matematicos que descrevam certos fenomenos naturais em que
se supde intervir 0 acaso, ou seja, fendmenos para os quais ndo é pos-
sivel, a partir do passado, prever deterministicamente o futuro. Estes
fendbmenos tém a designacéo de fendmenos aleatérios.

Neste contexto surge também a nocéo de experiéncia aleatéria, que aqui
se define como um processo ou conjunto de circunstancias sujeitas a fac-
tores casuais, capaz de produzir efeitos observaveis, mas incertos. Sédo
exemplos de experiéncias aleatérias a observagéo e o registo da tempe-
ratura, a avaliagdo e o registo de um caudal, a contagem do numero de
dias em que a precipitacao excede determinada altura. Denomina-se es-
pacgo fundamental, representado por Q, o conjunto de todos os resulta-
dos possiveis de obter ao realizar uma experiéncia aleatéria. Por exemplo,
se se considerar a experiéncia aleatéria que consiste na contagem do nu-
mero de dias num ano, em que a precipitagdo excede determinada altura
X, obtém-se Q = {0,1,...,365}. No contexto da experiéncia anterior, consi-
dere-se o0 acontecimento “a precipitacdo excede a altura x quando muito
em 20 dias por ano”, correspondendo-lhe o subconjunto {0,1,2,...,20} de €2.
Assim, entende-se por acontecimento associado a uma experiéncia alea-
téria qualguer subconjunto de €2; em particular, um acontecimento ele-
mentar corresponde a qualquer subconjunto de 2 que contenha apenas um
elemento.

Diz-se que o acontecimento A se realiza ou ocorre se, ao efectuar a expe-
riéncia aleatéria, o resultado obtido pertencer a A. O acontecimento con-
trario de A, que se realiza se e s6 se A nao se realiza, representa-se por A.

Dois acontecimentos A e B sdo incompativeis se a sua realizacdo em simul-
téaneo for impossivel. Representa-se este facto por ANB = ¢, onde ¢
representa o conjunto vazio.

A questéo que se coloca agora é saber como calcular as probabilidades
de acontecimentos.

As experiéncias aleatérias que estiveram na origem da teoria das proba-
bilidades apresentavam um numero finito de resultados e a equipossibi-
lidade de todos eles, originando a chamada definicdo classica ou de
Laplace, que se apresenta a seguir.
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Definicao classica de probabilidade (Laplace)

Se Q é finito e todos os seus elementos tém a mesma possibilidade de
ocorréncia, entdo a probabilidade de um acontecimento A é o quociente
entre 0 nUmero de casos favoraveis a ocorréncia de A e o nimero de
casos possiveis de obter ao realizar a experiéncia.

Simbolicamente, P(A4) = ﬂ

#€2

Para exemplificar, considere-se a experiéncia aleatéria que consiste na
escolha, ao acaso, de dois dias Uteis da semana para trabalhar num de-
terminado projecto. E claro que Q é finito, tendo-se # Q = 10, e qualquer
conjunto de dois dias tem a mesma possibilidade de ocorréncia. Pode-se
entdo aplicar a definicédo classica de Laplace para calcular a probabilidade
de qualquer acontecimento relacionado com esta experiéncia aleatéria.
Ao acontecimento “a segunda-feira € um dos dias escolhidos” corresponde
o subconjunto A = {22, 32}, {22, 42}, {22, 57}, {22, 6°}} de Q2 e tem-se P(A)
=4/10 = 0.4.

No entanto, na maioria das situagdes que ocorrem na pratica, o espago
dos resultados €2 ndo é finito (nem sequer ¢ discreto!). Se se pensar no
maior periodo de tempo, em horas, em que chove continuamente num
determinado dia, tem-se Q2 = [0,24]. Neste exemplo, o conjunto 2 é limitado,
0 que nem sempre acontece, como € o caso da altura de precipitacdo diaria
num determinado local, situagcdo em que se pode considerar Q = [0, + o|.

Em 1933, o matematico russo Kolmogorov apresentou uma definicao de
probabilidade que inclui todo o tipo de espacos fundamentais, em parti-
cular intervalos de nimeros reais. Sendo €2 o espaco fundamental asso-
ciado a uma experiéncia aleatéria, Kolmogorov define a probabilidade
como uma funcéo definida sobre um conjunto I" de acontecimentos de 2,
com valores em [0,1] e satisfazendo determinadas condi¢des (axiomas).
Assim, a probabilidade de um acontecimento A ndo é definida através de
uma determinada expressao matematica que dependa de A (como acon-
tece no caso da definicao classica).

Para que os axiomas da definicdo de probabilidade segundo Kolmogorov
tenham consisténcia, o conjunto I" tem que obedecer a trés requisitos:
tem que incluir Q, bem como o contrario de qualguer acontecimento A
que seja elemento de I" e, sendo A, A,,...,A,,... acontecimentos de I, a
sua unido tem que pertencer a I'. Um conjunto I" que verifique tais
condicdes chama-se tribo sobre Q2 (Gongalves e Mendes-Lopes, 2000).
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Definicao axiomatica de probabilidade (Kolmogorov)

Sendo I' uma tribo sobre Q, uma probabilidade ¢ uma funcdo P
definida em I' com valores em [0,1] que verifica P (€2) = 1 e tal que, para
qualquer sucessio de elementos de I', A, A,,...,A,,..., dois a dois
incompativeis, o valor da fungédo P calculado para a unido de todos
eles é igual a soma dos valores da fungédo P calculado para cada um
deles, isto &,

PA UAU..UA U.)=PA)+PA)+..+P@A)+...

Nota: A realizagdo da unido de acontecimentos corresponde a realizagéo
de pelo menos um deles.

Da definicao anterior resultam algumas propriedades, muito Uteis na pratica,
que se apresentam de seguida.

1. P(p) = 0

2. Se A e B sdo acontecimentos incompativeis, entdo
P(A U B) = P(A) + P(B)

3. Se A e B s&o acontecimentos tais que A C B, entdo P(A) < P(B)

4. Se A e B s&o acontecimentos quaisquer, entdo
a) P(A) = 1 - P(A)
b) P(A-B) = P(A) - PAN B),onde A—-B=ANB
c) P(AU B) = P(A) + P(B) - P(AN B)
5.8e A, A,,...,A, sdo n acontecimentos quaisquer, entéo a probabilidade

da ocorréncia de pelo menos um deles € inferior ou igual a soma das
n probabilidades correspondentes, isto é,

P(EJ}A,.)SEP(AI)

i=1

Nota: A ocorréncia do acontecimento A — B corresponde a ocorréncia de
A sem que ocorra B.
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2.2.2 Variaveis aleatérias e distribuicoes de probabilidade

Em muitos casos, os elementos de €2 s&o, a partida, nimeros reais ou
vectores de numeros reais. Contudo, pode suceder que cada elemento
do espago fundamental ndo seja um numero real ou um vector real, po-
dendo ser, por exemplo, uma molécula de um gas ou um ser humano.
Nestes casos, s6 é possivel proceder a calculos numéricos atribuindo um
valor real ou um vector de valores reais a cada elemento de Q. De facto,
em geral, ndo sdo os proprios elementos do espaco fundamental o alvo
de estudo, mas sim valores numéricos que lhes estédo associados. Ha todo
o interesse em trabalhar com fungdes que associem a cada resultado de
uma experiéncia aleatéria um valor numérico e, posteriormente, avaliar a
probabilidade de tais valores pertencerem a determinados conjuntos de
ndmeros reais ou de vectores reais. Em particular, se se pretender fazer
estudos que envolvam o caudal de um rio, pode ser importante conside-
rar o caudal médio anual registado num determinado posto hidrométrico.
Representando por X o referido caudal, X(w) representa o caudal médio
do rio registado nesse posto hidrométrico no ano w. E importante, por
exemplo, conhecer a probabilidade de o caudal médio exceder determi-
nado valor elevado associado a cheias. Apresenta-se, assim, a definicao
de variavel aleatéria real.

Seja Q o espaco fundamental associado a uma experiéncia aleatoria.
Da-se o nome de variavel aleatéria real a uma fungcdo X que atribui um
valor real, X(), a cada elemento w de Q e para a qual é sempre pos-
sivel calcular

PX<=x)=P({w:X()=<x})

para qualquer numero real x.

Note-se que, fazendo variar x em ), a expressdo P (X =< x) define uma
funcéo de dominio N e com valores em [0,1].

A fungao F dada por F (x) = P (X =< x), x € N, chamamos funcéo de
distribuicdo da variavel aleatoria X.

A grande importancia da fungao de distribuicdo de uma variavel aleatéria
X advém do facto de esta resumir toda a informacgéo relevante relativa a X,
do ponto de vista do calculo das probabilidades. Isto &, a partir da fungao
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de distribuicdo de X, calcula-se as probabilidades de qualquer tipo de
acontecimentos definidos a custa de X. Por exemplo:

Pla<X=b)=F((b)-F (a
PX>a)=1- F(a)

Quando se estuda uma variavel aleatéria, a primeira questao que se coloca
& saber quais sao os valores que esta assume para que, posteriormente, se
possa analisar a forma como estes se distribuem. Para exemplificar, con-
siderem-se as variaveis aleatérias X e Y que representam, respectivamente,
o0 numero de dias por ano em que a precipitagdo excede um determina-
do valor e o tempo que decorre entre duas dessas excedéncias. Clara-
mente, X e Y assumem valores em conjuntos com caracteristicas diferentes;
de facto, enquanto X toma valores num conjunto de nimeros naturais, Y
toma valores num intervalo real. Esta diferenca condiciona o tipo de dis-
tribuicdo (ou lei) das variaveis aleatérias, as quais, do ponto de vista das
aplicagdes relevantes em Estatistica, se dividem em discretas e continuas.

Uma variavel aleatéria real X diz-se discreta (ou que tem distribuicao,
ou lei, discreta) se assume todos os seus valores num conjunto finito
ou infinito numeravel S, tendo-se portanto P (X € S) = 1

Ao menor dos conjuntos S que verificam esta condigcdo chama-se
suporte de X ou da distribuicdo de X e representa-se por Sy

O numero de dias por ano em que a precipitagdo num determinado local
excede um valor previamente fixado € um exemplo de variavel aleatéria
discreta.

Uma variavel aleatéria real X diz-se continua (ou que tem distribuicéo, ou
lei, continua) se P (X = x) = 0, para qualquer nimero real x.

Do ponto de vista das aplicagdes estatisticas, no conjunto das variaveis
continuas, interessa o subconjunto especial constituido pelas variaveis
aleatdrias absolutamente continuas (ou com distribuicao absolutamente
continua). Deve-se mesmo afirmar que, no contexto de tais aplicagdes e
no ambito em que se insere o presente texto, as variaveis que séo conti-
nuas, mas ndo absolutamente continuas, perdem a sua importancia.

Como exemplos de variaveis aleatérias absolutamente continuas refiram-
-se a velocidade do vento, a precipitagdo e o caudal de um rio. Estas varia-
veis aleatdrias assumem valores em intervalos de numeros reais.
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Em rigor, uma variavel aleatéria absolutamente continua é definida a partir de
uma funcao com determinadas caracteristicas, designada fungéo densidade.

Da-se o nome de fungéo densidade (ou apenas densidade) sobre h
a uma fungéo real de variavel real, f , cujo grafico esta acima do eixo
das abcissas, podendo coincidir com este nalguns intervalos, de tal
forma que a medida da &rea entre este eixo e o gréfico de f seja igual

ai,i e., f éndo negativa eﬁ+:f(X)dx=l

Uma variavel aleatéria real X diz-se absolutamente continua se existir
uma densidade f tal que a funcéo de distribuicdo de X calculada no
ponto u corresponda a medida da area entre o eixo das abcissas e o
grafico de f, limitada a direita pela recta vertical

xX=u,li e, F(u)=fu f(x)dx=l,u€§ﬁ

Para variaveis absolutamente continuas, define-se o suporte como sendo
o0 conjunto onde a correspondente densidade € estritamente positiva.
Continua a usar-se a notacéo S, para o suporte da variavel aleatéria X.

Uma vez que, como ja foi referido, no ambito das aplicagbes estatisticas
as variaveis que sdo continuas, mas ndo absolutamente continuas, ndo
tém relevancia, doravante usar-se-a a designagao “continua” para signifi-
car “absolutamente continua”.

As variaveis continuas verificam as propriedades que se apresentam a
sequir.

1. A funcao de distribuicdo F' de uma variavel aleatéria continua é continua.
2. f(x) = F’(x), nos pontos onde a derivada existe.
3. PXE [a,b]) = PXE]a,b]) = PXE [a,b]) = PX E ]a,b])

= F(b) - Fl) = ["f(0) v

Esta ultima propriedade traduz-se da seguinte forma: se X for uma variavel
aleatéria continua, a probabilidade de X pertencer ao intervalo [a,5] é a me-
dida da area limitada inferiormente pelo eixo das abcissas, superiormente
pelo gréfico de f e, lateralmente, pelas rectas de equagdes x =a e x =b.
Este facto é ilustrado na Figura 2.1, onde a medida da area a sombreado
corresponde a referida probabilidade.
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fx)

|

a b

Figura 2.1 — Representacao grafica da probabilidade Pa < X < b),
com X continua de densidade f.

Por vezes, na pratica, surgem duas ou mais variaveis aleatérias para serem
estudadas em simultdneo. Um dos conceitos mais importantes a ter em
conta nesta situagcéo é o de variaveis aleatérias independentes.

Duas variaveis aleatérias X e Y dizem-se independentes se
PX<x,Y<y)=PX=x)PY=<y)

para quaisquer x e y reais. A notacdo P(X = x, Y =< y) significa “proba-

bilidade de se ter, em simultaneo, X <x e V< y”.

Analogamente, as variaveis aleatérias X, X,,..., X, definem-se como

independentes se PX, < x,,..., X, =x,) = PX,=x)...PX, < x,)

para quaisquer x,,..., x, reais.

As variaveis aleatérias correspondentes a caudais médios anuais, ou a
precipitacdes totais anuais, podem ser consideradas independentes.

2.2.3 Valor médio, desvio-padrao e quantis

Para uma variavel aleatéria real (ou para uma distribui¢cdo), podem definir-se
determinadas quantidades, designadas por pardmetros, que fornecem
informacgao resumida sobre os valores por ela assumidos, em particular a
sua localizac&o e a sua dispersao.

O primeiro parametro a definir é o valor médio, média ou esperanga mate-
matica de uma variavel aleatéria real que, no caso discreto, é obtido so-
mando as parcelas da forma x P(X = x) para todos os valores x do suporte
de X. Cada uma destas parcelas pode interpretar-se como sendo um
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valor x “afectado” de um peso que corresponde a probabilidade da sua
ocorréncia. Quando o suporte de X ¢ infinito (numeravel), esta soma pode
ndo existir e, nesse caso, diz-se que nao existe a média de X.

Perante uma variavel aleatéria continua, ndo faz sentido fazer a soma aci-
ma referida, passando a média de X a ser definida através de um integral.

Seja X uma variavel discreta de suporte S,.
A média (esperanca matematica ou valor médio) de X é definida por

E(X )= E xP(X = x) desde que o somatorio exista (i. e., desde que
*ESy

EMP(X - x) seja convergente).

*ESy

Seja X uma variavel continua com densidade f. A média (esperanca

matematica ou valor médio) de X é definida por E(X)=f°°xf(x)a’x

desde que o integral exista (i. ., desde queﬁjx‘f(x)dx seja

convergente).

A média de uma variavel aleatéria € um parametro de localizagédo, sendo
o ponto de equilibrio (centro de massa) da sua distribui¢ao.

Note-se que a média de uma variavel aleatdria ndo € necessariamente um
dos valores que esta assume.

Indicam-se abaixo algumas propriedades Uteis na pratica.

Sejam X e Y duas variaveis aleatérias definidas sobre o mesmo espago
Q e tais que E(X) e E(Y) existem.

1.Se P(X = 0) = 1, entdo E(X) = 0

2.EaX +b)=aEX)+b,VabeENR

3.EX+7Y)=EX) + E(®Y)

4. Se X e Y sdo independentes, entdo E(XY) = E(X)E(Y)
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As propriedades 2, 3 e 4 sao facilmente generalizaveis a um ndmero finito
de variaveis aleatérias. Concretamente tem-se:

eFEla, X +...+a,X,+b)=a, EX) + ... +a, E(X) + b, para quaisquer
numeros reais a,, ..., a, e b.

¢ Se as variaveis aleatérias X,,..., X, s@o independentes, entdo
EX, X ...xX)=EX) ... EX)

Dada a lei de X, pode-se também calcular o valor médio de qualquer fun-
¢do de X que seja ainda uma variavel aleatéria, como é o caso de X, InX
(quando S, C "), etc.

Seja X uma variavel aleatéria e h: N—N uma funcdo tal que A(X) é
ainda uma variavel aleatoria.
1. Se X é uma variavel discreta, a média de h(X) é dada por

E(h(X))= Eh(x )P(X = x), desde que o somatdrio exista.
XESy

2. Se X é uma variavel continua com densidade f, a média de h(X) é

dada por E(h(X))=ﬁ:h(x)j(x) dx, desde que o integral exista.

Como exemplo, considere-se uma variavel X, continua, com densidade
dada por f(x) = 0.5, se x € [0,2] e f(x) = 0, caso contrario. A média da
variavel aleatoria h(X) = X° é dada por E(h(X)) = E(X) = fuz 0.5x%dx = 4/3.

Além do valor médio de uma variavel aleatéria, € também importante o
conhecimento de medidas de dispersdo dessa variavel (dois conjuntos de
valores podem ter a mesma média e dispersdes muito diferentes, como é
o caso de {-0.01, 0.01} e {~100, 100}, se considerarmos estes valores
igualmente pesados).

As medidas de dispersdo mais usadas sdo a variancia e o desvio-padrao,
que se baseiam no quadrado da distancia de cada valor tomado por X a
sua média E(X).

A varidncia de X é dada por V(X) = E((X — E(X))?), desde que exista
EX).
O desvio-padrdo de X é definido por w/ViX )
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O uso do desvio-padrdo é mais conveniente do que o da variancia pelo
facto de o seu valor ser dado na unidade de medida de X enquanto que
a variancia é dada no quadrado dessa unidade. Note-se que tanto a
variancia como o desvio-padrao sdo quantidades superiores ou iguais a
zero. Apresentam-se a seguir algumas propriedades da variancia.

Sejam X e Y duas variaveis aleatérias definidas sobre o mesmo espago

Q e tais que E(X?) e E(Y?) existem.

1. V(X +b) =aV(X),VabENR

2. Se as variaveis aleatérias X e Y sdo independentes, entdo
VX +Y) = V(X) + V()

3. V(X) = E(X?) - (E(X))? (Férmula de Kdenig)

4. V(X) = 0 se e s6 se X toma um Unico valor com probabilidade igual
a 1. Uma variavel aleatéria nestas condicdes diz-se quase certa.

Da primeira propriedade resulta:

e V(aX) = @#V(X), YV a € R (em particular, V(- X) = V(X))
VX+b)=VX),VbENR

Além disso, a propriedade 2 & generalizavel a qualquer numero finito de
variaveis aleatorias.

Os quantis, que se definem de seguida, sdo parametros que permitem
estudar em simultaneo a localizagao e a dispersao dos valores assumidos
por uma variavel aleatéria.

O quantil mais usado é a mediana. Grosso modo, diz-se que a mediana
de uma variavel aleatéria X é o valor que divide a distribuicdo de X “ao
meio”. Numa distribuicdo continua, esta ideia € muito simples de visuali-
zar. De facto, relembrando que a area entre o eixo das abcissas e o
grafico da densidade é igual a 1, a mediana, representada por Med, é o
valor do eixo das abcissas tal que a esquerda da recta vertical x = Med
fica metade daquela area e a direita fica, obviamente, a outra metade.

Sendo X uma variavel aleatéria continua, a mediana da lei de X (ou me-
diana de X) é um numero real Med que verifica P(X = Med) = 1/2 ou,
de modo equivalente, F(Med) = 1/2.
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Na verdade, nem sempre é assim tdo simples definir a mediana pois pode
n&o existir um valor x tal que F(x) = /2 (variaveis discretas), ou pode existir
um intervalo de valores reais verificando esta condicao (variaveis discre-
tas ou continuas). Neste caso, como a mediana pode ser qualquer um
destes valores, considera-se habitualmente este pardmetro igual ao ponto
médio de tal intervalo.

Uma vez que as distribuicbes usadas neste texto sao continuas com fun-
¢ao de distribuicdo estritamente crescente, apresentam-se as definicdes
de mediana e quantis apenas neste caso.

Saliente-se que, ao contrario da média, a mediana existe sempre.

Sendo X uma variavel aleatéria continua com funcao de distribuicdo es-
tritamente crescente, o quantil de probabilidade p da lei de X (ou quantil
de probabilidade p de X), p € 10,1[, € o nimero real Q(p) que verifica

P(X = O(p)) = p ou, equivalentemente, F(QO(p)) = p.

Alguns quantis tém particular importancia nas aplicagées, nomeadamente
0s quartis, os decis e os percentis. Os quartis correspondem ap = I/4, p =
1/2 e p = 3/4 e designam-se, respectivamente, por primeiro quartil,
segundo quartil (que coincide com a mediana) e terceiro quartil. Os decis
correspondem a p = 1/10, ..., p = 9/10 e os percentis correspondem a p
= 1/100, ..., p = 99/100.

2.3 Lei normal ou de Gauss

2.3.1 Definicao e propriedades

A distribuicdo normal ou de Gauss ¢é talvez a mais importante distribuicao
continua. De facto, do ponto de vista das aplicagdes, tem-se observado que
muitos atributos de certas populagdes podem ser bem representados por
variaveis com distribuicdo de Gauss. Regra geral, esta distribuicdo pode ser
usada na criagdo de modelos que descrevem exacta ou aproximadamente
fendmenos fisicos e biométricos. Exemplos de fenomenos naturais, aos
quais correspondem variaveis aleatérias com lei de Gauss, sdo a precipita-
¢ao anual numa bacia hidrografica e o caudal anual médio de um rio.

Do ponto de vista tedrico, justifica-se a importancia da distribuicdo normal
pelo facto de ser uma boa aproximacdo para a distribuicdo da soma de
variaveis aleatorias independentes, usualmente com a mesma distribuicéo,
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e ainda pelas suas excelentes propriedades que lhe conferem um tratamento
matematico muito simples (Guimaraes e Sarsfield-Cabral, 2007).

Uma variavel aleatéria X tem distribuicdo normal de parametros m e o
(m €N, 6 €N se a sua densidade é da forma

flx)= \/%oe_zﬁ ° ) ,YER

Usamos a notagdo X ~ N (m,0) para indicar este facto.

A representacdo grafica desta funcao recebe o nome de curva de Gauss
ou curva normal. Apresenta-se de seguida o esbogo do grafico da densi-
dade de uma lei N(m,0).

Jix)

__

m

Figura 2.2 — Esbogo do gréafico da densidade de uma lei N(m, o).

Note-se que esta curva é simétrica relativamente a recta vertical x = m.
Um caso particular importante ocorre quando m = 0 e 0 = I, correspon-
dendo a chamada distribuicdo normal centrada e reduzida ou distribuicdo
normal padrdo. Seguem-se algumas das propriedades mais importantes
da lei normal.

1.Se X ~ N(m,0), entdo Z = ~ N(0,1)
2.Se Z~ N(0,1), entdo X = 0 Z + m ~ N(m,0), m €R, o0 € R+

X—-m
o

3. Se Z ~ N(0,1) e denotando por F, a fungéo de distribuigéo de Z, tem-se:
a)F(x)=1-F(x),VxeR
b) P(x<Z<0)=P(0<Z=x),VxENR

S

. O valor médio de X coincide com o parametro m.
5. O desvio-padrédo de X coincide com o parametro o.
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Observe-se ainda que, denotando por F a fungdo de distribuicao de X,
da primeira propriedade decorre:

Fy(x)=P(sz)=P(X;msx_m)=Fz(x;m) e

ag

As propriedades apresentadas s&do Uteis em aplicagdes praticas. Sempre
que se tem uma variavel aleatéria com distribuicdo simétrica ou aproxi-
madamente simétrica, ha que verificar se uma distribuicdo normal é ade-
quada para a variavel aleatéria em estudo. No caso de a média nao ser
igual a 0 ou de a variancia nao ser igual a 1, deve-se usar a transformacéao
apresentada na igualdade (2.1) e determinar probabilidades ou quantis,
usando uma tabela de valores de probabilidades associadas a lei N(0,1).
Segue-se uma das versOes possiveis para a referida tabela, onde se
podem observar quantis de probabilidade p da lei N(0,1), denotados por
z(p), i. e., z(p) € o nimero real que verifica P(Z < z(p)) = p, onde Z ~ N(0,1).

p)
Figura 2.3 — Funcao de distribuicéo da lei N(O, 7).

Note-se que a fungao DIST.NORM do Excel permite obter o valor da fungao de
distribuicéo, F', de uma variavel aleatéria com lei N(m,o), para quaisquer m e O.
Concretamente, o valor de F(x) é dado por DIST.NORM(x ;m;0;VERDADEIRO).
Por exemplo, para uma varidvel X seguindo a lei N(3,2), tem-se
DIST.NORM(1.76,3;2;VERDADEIRO) = 0.2676, ou seja, F(1.76) = 0.2676.
Por outro lado, a fungéo INV.NORM do Excel permite determinar o inverso
da fungdo F. Mais precisamente, o valor real x tal que F(x) = p é determi-
nado por INV.NORM(p,;m,c). Note-se que o valor x assim obtido é o quantil
de probabilidade p da lei N(m,0). Por exemplo, para X ~ N(3,2), o valor de
x tal que F(x) = 0.7 é dado por INV.NORM(0.7;3;2) = 4.0488. Assim, 4.0488
¢ o quantil de probabilidade 0.7 da lei N(3,2).

Os quantis acima referidos também podem ser obtidos através do software
estatistico SPSS, usando a opgédo Compute do menu Transform. Para tal,
cria-se uma variavel no ficheiro de dados, que aqui se representa por p, com
os valores para os quais se pretendem calcular os correspondentes quantis x.
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Quadro 2.1 - Valores da fungdo de distribuicdo da lei N(0, 1)

z(p) 0,00 | 0,01 0,02 | 0,03 | 0,04 0,05 | 0,06 0,07 | 0,08 | 0,09
0,0 |0,50000,50400,5080|0,5120 |0,5160 | 0,5199|0,5239 | 0,5279 | 0,5319 | 0,5359
0,1 |0,5398|0,5438|0,5478|0,5517 |0,5557 | 0,5596|0,5636 | 0,5675 | 0,5714 | 0,5753
0,2 |0,5793|0,5832|0,5871|0,5910 (0,5948 | 0,5987|0,6026 | 0,6064 | 0,6103 | 0,6141
0,3 |0,61790,6217|0,6255|0,6293 |0,6331 | 0,6368|0,6406 | 0,6443 | 0,6480 | 0,6517
0,4 |0,65540,6591|0,6628|0,6664 |0,6700 | 0,6736|0,6772 | 0,6808 | 0,6844 | 0,6879
0,5 |0,6915|0,6950|0,6985|0,7019 |0,7054 | 0,7088|0,7123 | 0,7157 | 0,7190| 0,7224
0,6 |0,7257(0,72910,7324|0,7357 |0,7389 | 0,7422|0,7454 | 0,7486 | 0,7517 | 0,7549
0,7 |0,7580(0,7611|0,7642|0,7673 |0,7704 | 0,7734|0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
0,8 |0,7881(0,79100,7939|0,7967 |0,7995 | 0,8023|0,8051 | 0,8078 | 0,8106 | 0,8133
0,9 |0,8159(0,8186|0,8212|0,8238 |0,8264 | 0,8289|0,8315 | 0,8340 | 0,8365 | 0,8389
1,0 |0,8413|0,84380,8461|0,8485|0,8508 | 0,8531|0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
1,1 |0,8643|0,8665 |0,8686 |0,8708 |0,8729 | 0,8749|0,8770 | 0,8790| 0,8810 | 0,8830
1,2 |0,8849|0,8869 |0,8888 |0,8907 |0,8925 | 0,8944|0,8962 | 0,8980 | 0,8997 | 0,9015
1,3 |0,9032|0,9049 | 0,9066 |0,9082 |0,9099 | 0,9115|0,9131 | 0,9147|0,9162 | 0,9177
1,4 ]0,9192|0,9207 | 0,9222 |0,9236 |0,9251 | 0,9265|0,9279 | 0,9292 | 0,9306 | 0,9319
1,5 |0,9332|0,9345|0,9357 |0,9370 |0,9382 | 0,9394|0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
1,6 |0,9452|0,9463|0,9474 |0,9484 |0,9495 | 0,9505|0,9515 | 0,9525| 0,9535 | 0,9545
1,7 |0,9554|0,9564 | 0,9573 |0,9582 |0,9591 | 0,9599|0,9608 | 0,9616 | 0,9625 | 0,9633
1,8 |0,9641|0,9649 | 0,9656 |0,9664 |0,9671 | 0,9678|0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
1,9 |0,9713|0,97190,9726 |0,9732 |0,9738 | 0,9744|0,9750 | 0,9756 | 0,9761 | 0,9767
2,0 10,9772|0,9778|0,9783|0,9788 |0,9793 | 0,9798|0,9803 | 0,9808 | 0,9812 | 0,9817
2,1 0,98210,9826 | 0,9830|0,9834 |0,9838 | 0,9842|0,9846 | 0,9850 | 0,9854 | 0,9857
2,2 |0,9861|0,9864|0,9868 |0,9871 |0,9875 | 0,9878|0,9881 | 0,9884 | 0,9887 | 0,9890
2,3 [0,9893|0,9896|0,9898 |0,9901 [0,9904 | 0,9906|0,9909 | 0,9911|0,9913|0,9916
2,4 10,9918 |0,9920 | 0,9922|0,9925 |0,9927 | 0,9929|0,9931 | 0,9932 | 0,9934 | 0,9936
2,5 10,9938 |0,9940(0,9941|0,9943 |0,9945 | 0,9946|0,9948 | 0,9949 | 0,9951 | 0,9952
2,6 |0,9953|0,9955 | 0,9956 |0,9957 |0,9959 | 0,9960|0,9961 | 0,9962 | 0,9963 | 0,9964
2,7 10,9965 | 0,9966 | 0,9967 |0,9968 |0,9969 | 0,9970|0,9971 | 0,9972 | 0,9973 | 0,9974
2,8 0,99740,9975|0,9976|0,9977 |0,9977 | 0,9978|0,9979 | 0,9979 | 0,9980 | 0,9981
2,9 10,9981 0,9982 | 0,9982|0,9983 |0,9984 | 0,9984|0,9985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986
3,0 |0,99870,9987 |0,9987|0,9988 |0,9988 | 0,9989|0,9989 | 0,9989 | 0,9990 | 0,9990

A seleccao da opgdo Compute fornece uma janela onde designamos uma
variavel-alvo (Target Variable), que aqui se representa por x. Seguidamente,
em Function group, seleccionamos Inverse DF e, em Functions and Special
Variables, seleccionamos Idf.Normal. Usando a seta lateral, esta funcao passa
para o quadro Numeric Expression na forma IDENORMAL(?,?,?). Substitui-
-se o primeiro “?” por p, 0 segundo por m e o terceiro por O. Finalmente: OK.
Os resultados x aparecem no ficheiro de dados. Reciprocamente, a fim de
calcular valores F(x) para quaisquer argumentos x, procede-se de forma
analoga, seleccionando CDF and Noncentral CDF em Function group e, se-

guidamente, Cdf.Normal em Functions and Special Variables.
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2.3.2 Validacao de uma lei de Gauss

Perante um conjunto de observagoes (dados), tem-se por objectivo averi-
guar se este pode ser considerado como proveniente de uma populagao
normal. A abordagem mais simples a este problema consiste na constru-
¢ao de um histograma associado a tais dados. Se se obtiver uma confi-
guracao simétrica, ou aproximadamente simétrica, pode-se conjecturar a
normalidade da distribuicdo subjacente aos dados. Quanto aos parame-
tros desta distribuicdo normal, m e o, estes sdo estimados, respectiva-
mente, pela média, x, e pelo desvio-padrao, s, dos dados disponiveis.
Sendo x,, X,,..., X, 0s n valores observados, tem-se

X=—)Xx e
n

i=

g = %2(%_;)2: Lnxl?_ijf

n n-14« n-1

Para construir um histograma, os dados sdo agrupados em classes (inter-
valos), habitualmente com a mesma amplitude, registando-se o niumero
de observagdes de cada classe. O tipo mais simples de histograma pode
ser obtido através da construgé@o de um grafico constituido por rectangulos
adjacentes, um para cada uma das classes, cuja base e altura correspon-
dem, respectivamente, a classe e ao nimero de observagdes da mesma.
Existem varias indicacbes sobre o nimero de classes que deve ter um
histograma. Neste texto, usa-se a seguinte onde x,,, € x,,,. Sdo, respecti-
vamente, o menor e o maior dos n valores observados:

. 1 -X_
numero de classes . nA Fmax = Xinin. (2.2)
3.5s

O SPSS permite construir histogramas a partir, por exemplo, do menu Graphs
com a opcéo Legacy Dialogs, seguida da opc¢ao Histogram, bastando selec-
cionar a variavel para a qual se pretende o histograma. Ha ainda a pos-
sibilidade de seleccionar um item que permite visualizar sobre o histograma o
gréfico da densidade da lei normal com média igual a x e desvio-padrdo igual
a s. Observa-se que, usando este procedimento no SPSS, a média e o desvio-
-padrao dos dados sao calculados de forma automatica com o histograma.
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Note-se que o SPSS define automaticamente o nimero de classes do
histograma (geralmente demasiadas), mas permite ao utilizador a sua
modificagao, possibilitando ainda a alteragéo do valor do extremo inferior
do primeiro intervalo.

Exemplo 2.1: Histograma de precipitagdes totais anuais.

Num posto udométrico localizado numa bacia urbana, obtiveram-se os dados
do Quadro 2.2, que correspondem aos valores das precipitagcdes totais
anuais (em mm), obtidos a partir dos registos diarios referentes a 17 anos.

Quadro 2.2 - Precipitacdes totais anuais (mm)

Anos 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Prec.total| 800 1000 | 1340 | 1100 830 900 930 950 1111
anual

Anos 10 11 12 13 14 15 16 17
Prec.total| 1000 810 1410 | 1200 | 1210 | 1010 | 1038 | 1010
anual

Temos n = 17, obtendo-se x = 1038.2 e s = 174.9. De 2.2 resulta o valor
3 para o numero de classes do histograma. Estabelecendo ainda o valor
750 para o inicio das classes, o SPSS fornece o histograma apresentado
na Figura 2.4.

104

1000 1200
Precipitagio total anual

Figura 2.4 — Histograma correspondente a amostra de precipitagdes
totais anuais registada no Quadro 2.2.

A conjectura da normalidade que se pode fazer perante este histograma
deve ser validada com a realizacao de testes estatisticos, cujo estudo teori-
co sai do ambito deste texto. Referem-se apenas algumas indicagdes sobre
os procedimentos a seguir.
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Inicialmente usa-se um método grafico, designado papel de probabilidade,
cuja construcao, valida para qualquer lei continua, se descreve a seguir
de forma breve. Em primeiro lugar, ha que ordenar ascendentemente as n
observagdes disponiveis. Denotando por x,.,, X,,,..., X,.,, @ amostra assim
ordenada, marcam-se num sistema de eixos os pontos (x,,, y,), sendo y,
os valores tais que F(y,) = ﬁ’ i=1,..., n, onde F representa a funcédo de
distribuicdo da lei que se pretende validar. Se a nuvem de pontos obtida
evidenciar uma relagéo linear entre abcissas e ordenadas, tem-se uma
validacao informal da lei referida. Para obter um papel de probabilidade
no SPSS, usa-se o menu Analyze com a opgao Descriptive Statistics,
seguida da opcdo Q-Q, e selecciona-se a variavel que corresponde a
amostra em andlise, bem como a distribuicdo que se pretende testar (por
exemplo, Test Distribution: Normal).

Exemplo 2.2: Papel de probabilidade normal.

A Figura 2.5 apresenta o papel de probabilidade normal, construido no
SPSS, respeitante a variavel Precipitagdo total anual do Exemplo 2.1.

Normal Q-Q Plot of Prec. total anual

1.400—

1.300—

1.200—

1.100—

1.000—

900

Expected Normal Value

o

700 T T T T
800 1.000 1.200 1.400
Observed Value

Figura 2.5 — Papel de probabilidade normal correspondente a amostra
de precipitagdes totais anuais registada no Quadro 2.2.

Para obter uma validagdo mais robusta da hipétese da normalidade da
distribuicdo subjacente aos dados, deve-se efectuar um teste estatistico
que, de alguma forma, quantifica a significancia dessa hipé6tese. Esta quan-
tificagéo é feita a partir do chamado p — valor do teste (em inglés, p — value;
no SPSS, Significance ou, de forma abreviada, Sig.). Se este valor é
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pequeno (habitualmente, inferior a 0.05), a hipdtese da normalidade deve
ser rejeitada. Por outro lado, quanto mais proximo de 1 estiver o p — valor,
maior € a evidéncia da normalidade da distribuicao subjacente aos dados.

Embora existindo outras possibilidades, aplica-se aqui o teste de Kolmo-
gorov-Smirnov por estar disponivel directamente a partir do menu
Analyze/Nonparametric Tests do SPSS. A opgao 7-Sample K-S abre uma
janela onde se selecciona a variavel que corresponde a amostra em
andlise, bem como a distribuicdo que se pretende testar (Test Distribution:
Normal). No output deste procedimento obtemos um quadro onde, entre
outras informagdes, surge o p-valor aproximado do teste. Este valor cor-
responde a referéncia Asymp. Sig.

Exemplo 2.3: Resultado do teste de Kolmogorov-Smirnov.

Na Figura 2.6 observa-se o resultado do teste de Kolmogorov-Smirnov,
realizado no SPSS, respeitante a amostra de precipitagcdes totais anuais
do Exemplo 2.1.

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test

Prec. total
anual

N 17
Normal Parameters®P  Mean 1038,18
Std. Deviation 174 891

Most Extreme Absolute 152
Differences Positive 152
Negative - 087

Kolmogorov-Smirnov Z 628
Asymp. Sig. (2-tailed) 826

a. Test distribution is Normal.
b. Calculated from data.

Figura 2.6 — Resultado do teste de Kolmogorov-Smirnov referente a amostra
de precipitacdes totais anuais registada no Quadro 2.2.

Neste caso, o p-valor obtido é 0.826, o que evidencia a normalidade da
distribuicdo subjacente aos dados. Somos assim conduzidos a aceitar a
hipétese de que a variavel aleatéria T, que representa a precipitacdo total
anual registada no posto udométrico em causa, segue a lei N(1038.2,174.9).

E assim possivel calcular, por exemplo, a probabilidade de, no préximo ano,
a precipitacdo total anual exceder 950 mm. Esta probabilidade é dada por
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P(I' >950) = =15

- P(Z>-05)
- P(Z <0.5), pela simetria da lei N(0,1)
= 0.6915, usando a tabela da lei N(0,1)

P(Z > M), com Z ~ N(0,1)

2.3.3 Lei da soma de variaveis aleatérias independentes

Como ja foi referido, a distribuicdo normal tem excelentes propriedades,
nomeadamente no que diz respeito a soma de variaveis aleatorias inde-
pendentes. Destacam-se duas delas designadas, respectivamente, esta-
bilidade da lei normal e teorema do limite central. A primeira estabelece
que a soma de variaveis aleatérias independentes, e todas seguindo uma
lei normal, é ainda uma variavel aleatéria com lei normal; a segunda per-
mite afirmar que a soma de um numero suficientemente grande de varia-
veis aleatdrias independentes, e todas com a mesma lei (nao normal),
segue aproximadamente uma lei normal.

Estabilidade da lei normal

Se X,,...,X, s@o variaveis aleatérias independentes seguindo leis nor-
mais, N(m,, 0),...,N(m,,0,), entdo a soma X, + ... + X, é uma variavel
aleatéria com lei normal de valor médio m, + ... + m, e desvio-padrao

2 2
NO, + O

Teorema do limite central

Se X,,...,X, séo variaveis aleatérias independentes seguindo todas a
mesma lei de média m e desvio-padrdo ¢ > 0, entdo, para n suficien-
temente grande, a soma X, + ... + X, € uma variavel aleatéria com lei
aproximadamente normal de valor médio nm e desvio-padrao v HO

Existe uma generalizagdo deste teorema no caso em que as variaveis
aleatdrias X,...,X , apesar de independentes, ndo tém a mesma distribuicao.
No entanto, é imposta uma hipétese suplementar — condicdo de Lindeberg
— que, grosso modo, requer que nenhuma das variancias, o/,...,0°, exceda
largamente as outras. Sendo m,,...,m, as médias correspondentes, verifi-
ca-se entdo que, para n suficientemente grande, a soma X, + ... + X, tem
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distribuicdo aproximadamente normal de valor médio m,+ ... +m, e
desvio-padréo 4/o; + -+ o (Billingsley, 1999).

2.4 Leis de valores extremos

2.4.1 Elementos da teoria de extremos

A teoria de extremos é sem duvida uma metodologia basica muito efi-
ciente quando se pretende proceder a inferéncia estatistica de extremos.
A primeira forma de apresentacéo dos dados a ser considerada foi, natu-
ralmente, aquela em que estes constituem uma amostra de variaveis alea-
torias reais independentes e identicamente distribuidas, situacdo aqui
considerada.

Na pratica, os dados extremos associados a um fenédmeno aleatério tém
importancia primordial quando se pretende inferir sobre a ocorréncia e
frequéncia de acontecimentos raros. Sempre que ocorrem calamidades
naturais de grande magnitude (secas, inundagdes, terramotos, furacdes,
ventos ciclénicos, etc.), recorre-se a modelos matematicos que descre-
vam satisfatoriamente tais fendmenos. Desta forma, é possivel prevenir
ou estar melhor preparado para enfrentar tais calamidades, calculando,
por exemplo, a probabilidade da sua ocorréncia, bem como o tempo
meédio que decorre entre duas ocorréncias consecutivas. Recorde-se que,
em geral, o tempo médio que decorre entre duas realizagbes consecuti-
vas de um acontecimento A se designa por periodo de retorno de A.
Mais, o periodo de retorno de um acontecimento com probabilidade p é
dado por Ty, = 1/p.

Séo exemplos concretos a construgao de um dique ou de uma ponte com
uma altura tal que s6 muito raramente se veja ameacgada a sua estrutura face
a uma cheia — casos em que o nivel de agua no rio ultrapasse em média,
por exemplo, de 100 em 100 anos, a altura do dique ou o nivel da ponte.

Assim, no contexto em que se insere o presente texto, recorre-se a teoria
de extremos para estimar niveis elevados (ou niveis reduzidos) associa-
dos a determinado fenédmeno aleatorio, isto é, niveis que tém uma proba-
bilidade muito pequena de serem excedidos (ou de serem precedidos, no
caso dos niveis reduzidos). Em concreto, e em relacdo a uma variavel
aleatdria continua (caudal, precipitagédo, etc.), pretende-se determinar
quantis tais que a probabilidade de a variavel em estudo assumir valores

e acima deste seja igual a p, com p muito pequeno, designados por

quantis elevados e denotados por Q(I — p);
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e abaixo deste seja igual a p, com p muito pequeno, designados por
quantis reduzidos e denotados por Q*(p).

No mesmo contexto, é também frequente haver interesse em estimar o
periodo de retorno de determinado valor elevado (ou nivel elevado) u, ou
seja, como se definiu acima, o tempo médio que decorre entre duas
excedéncias consecutivas do nivel u.

Na anadlise estatistica de extremos, regra geral seguem-se diferentes
métodos de actuacao, relativamente & obtencao dos dados considerados
relevantes para se fazer inferéncia acerca dos extremos da populagédo em
estudo. Neste texto, apenas se apresenta o método de Gumbel, com o
qual se gera e se explora uma amostra de maximos do fenomeno em
causa (Tiago de Oliveira, 1997).

O método de Gumbel € um método classico que consiste em dividir a
amostra inicial em subamostras de igual dimensé&o, concentrando o estu-
do nos maximos das subamostras. Assim, como consequéncia de tal
divisdo, é possivel afirmar que tais amostras sdo constituidas por realiza-
¢oes independentes e, obviamente, do mesmo fendmeno. Em muitas
amostras de natureza ambiental, a subamostra natural é constituida por
dados referentes a um longo periodo de tempo (por exemplo, um ano),
razdo pela qual este método é também conhecido como método dos
maximos anuais.

O procedimento usado pelo método de Gumbel € de algum modo natural
quando se observam fendmenos hidroldgicos ao longo do tempo, como,
por exemplo, niveis maximos de agua num rio ou de alturas de precipita-
¢do, onde se espera uma certa repeticao de valores semelhantes em pe-
riodos de um ano. Porém, em muitas areas de aplicagéo, a natureza nem
sempre oferece essa sazonalidade, pelo que o método de Gumbel deixa
de parecer natural. De facto, o particionamento da amostra total e ainda
a obrigatoriedade de tomar como observagdes relevantes apenas os ma-
ximos de cada uma das subamostras podem levar a que se despreze
alguns valores elevados cujo conhecimento € de extrema importéancia
para o estudo. Estas contingéncias da metodologia de Gumbel fizeram
com que muitos investigadores se interessassem por metodologias alter-
nativas, que exigem um enquadramento matematico que sai do ambito
do presente texto.

Para uma leitura mais completa deste e de outros assuntos da teoria de
extremos, consultar Beirlant et al. (1996 e 2004), Castillo et al. (2005),
Embrechts et al. (1997) e Reiss e Thomas (2001).
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2.4.2 Leis de maximos

No &mbito do método de Gumbel, admita-se a existéncia de uma amostra
constituida por valores maximos de um determinado fenémeno, reco-
Ihidos espagadamente ao longo do tempo (caudais, alturas da agua, etc.).

Na génese da teoria de extremos esta um resultado que se deve ao ma-
tematico russo Gnedenko (Gnedenko, 1943), o qual estabelece que, em
condigdes bastante gerais, a distribuicdo do maximo de variaveis alea-
torias reais independentes e identicamente distribuidas apresenta uma
regularidade surpreendente. O teorema de Gnedenko, que ainda hoje é
considerado um dos resultados mais importantes da teoria de extremos,
estabelece que a funcéo de distribuicdo do maximo de amostras suficien-
temente grandes pode ser aproximada por uma funcéo de distribuicao
que apresenta uma das trés formas seguintes:

x-A\"
1p(x)=<eXp(_(_ 3 ) J sex< A
1 sex=A

x-A\ "
<I)(x =<exp(—( 3 ) J se x> A
0 sex=sA

Alx)= exp(— exp(— x;—)‘)) , xR

onde 6 > 0, a > 0 e A € um numero real qualquer. Estas trés funcbes de
distribuicao recebem os nomes de Weibull, Fréchet e Gumbel, respectiva-
mente. S3o também conhecidas por leis de maximos (Leadbetter et al., 1983).

Na Figura 2.7, apresentam-se os esbocos dos graficos das densidades
das trés leis de maximos, para valores concretos dos seus parametros.

Face a uma amostra de maximos, comega-se naturalmente pelo ajusta-
mento de uma destas trés funcdes de distribuicdo, fazendo primeiro um
teste de escolha estatistica de leis de maximos. Por outras palavras, averi-
gua-se qual é a lei da variavel aleatéria maximo subjacente ao estudo, ou
seja, qual é a lei que melhor se adapta aos dados concretos. Este teste
estatistico pode ser tdo simples como a construgdo de um papel de
probabilidade. Como se verificara, é suficiente elaborar o papel de proba-
bilidade da lei de Gumbel.
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Fréchet

J
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Figura 2.7 — Esbogo dos gréaficos das fungdes densidade das leis de Gumbel
AM=0,0=1),Fréchet . =-3,0=1,a=2)eWeibull (A =3,0=1, a =2).

Para construir o papel de probabilidade da lei de Gumbel, primeiro ha que
ordenar ascendentemente a amostra, gerando uma série de valores
X, <X, <...=<Xx,. De seguida, marca-se num referencial os n pontos x,,
versus — In(-In(i/(n + 1))), parai € {12....,n}. Este gréafico pode ser feito
no Excel. Se, perante a distribuicdo de pontos obtida, se puder afirmar
que existe uma relacdo linear entre abcissas e ordenadas, obtém-se uma
validagado informal do modelo de Gumbel. Mais do que isso, se ao
conjunto de pontos se puder ajustar uma curva com a concavidade volta-
da para baixo, opta-se pela validacao prévia de um modelo de Fréchet,
enquanto que uma concavidade voltada para cima permite validar previa-
mente um modelo de Weibull (Beirlant, 1996). Na Figura 2.8 sdo ilustradas
estas trés possibilidades.

—In(—In p)

X

Figura 2.8 — Possiveis configuragcdes das curvas a ajustar
a um papel de probabilidade de Gumbel.

A lei de Gumbel é a mais usada no ajustamento de dados que sejam valo-
res maximos de grandezas aleatdrias. Com efeito, como o maximo de varia-
veis aleatdrias gaussianas tem distribuicdo aproximadamente Gumbel
(Leadbetter et al.,, 1983), a elevada frequéncia com que a lei de Gauss
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surge na modelacao de fendbmenos aleatérios leva a que a lei de Gumbel
surja com a mesma relevancia na modelagdo do maximo de tais fenome-
nos. Além disso, a inferéncia para tal lei € muito mais simples do que para
a Fréchet ou para a Weibull.

Ha ainda a acrescentar que, como lei limite de maximos devidamente
normalizados, a lei de Gumbel goza do mesmo papel que a lei normal,
como lei limite de somas convenientemente normalizadas.

Exemplo 2.4: Aplicacdo da lei de Gumbel a caudais maximos — papel de
probabilidade.

Considere-se a seguinte amostra ordenada de 44 caudais maximos
anuais (I/s) de um curso de agua que atravessa uma zona urbana.

Quadro 2.3 — Caudais maximos anuais (I/s)

39 | 104 | 118 | 119 | 122 | 132 | 143 | 152 | 177 | 177 | 178 | 182 | 206
212 | 237 | 237 | 239 | 241 | 242 | 258 | 265 | 276 | 277 | 329 | 333 | 344
351 | 357 | 359 | 361 | 368 | 370 | 372 | 376 | 378 | 391 | 409 | 418 | 429
431 | 435 | 578 | 679 | 920

O papel de probabilidade de Gumbel, construido no Excel a partir destes
dados, € o seguinte:

—]11(—]11 : ] 4 1 .
n+l_ 34 *

: /..

s -
10 . , 300 400 600 800 1000
oJ

Valores observados x;

Figura 2.9 — Papel de probabilidade de Gumbel relativo a amostra
de caudais maximos anuais do Exemplo 2.4.

Uma vez que a este conjunto de pontos se ajusta bem uma recta, face a
este papel de probabilidade, pode-se admitir que a variavel que represen-
ta o caudal maximo anual deste curso de dgua segue uma lei de Gumbel.

Em alternativa ao papel de probabilidade, é possivel construir um teste
estatistico, mais rigoroso do ponto de vista analitico, usualmente designa-
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do por teste de Gumbel. Devido a facilidade relativa da inferéncia estatis-
tica associada ao modelo de Gumbel, o primeiro passo sera testar a hi-
potese de a amostra de maximos de que dispomos dar evidéncia ao facto
de a variavel que lhe esta subjacente seguir uma lei de Gumbel. Se, com
o procedimento que se apresenta de seguida, esta hipdtese for rejeitada,
pode-se, obviamente, enveredar pelo ajustamento de uma lei de Fréchet
ou de Weibull.

Teste de Gumbel (Tiago de Oliveira e Gomes, 1984)

Dada uma amostra de maximos ja ordenada ascendentemente, x,,, <
X,, < ... <X, usamos o valor da estatistica

Xpn = X2 Inn+Inln2

w, =Inlnn
Xpajin = X1, Inlnrn—Inln2

O p-valor deste teste € igual a

2 min{l - exp(— exp(— w, )) exp(— exp(— w, ))}

Como ja foi referido, conclui-se que os dados evidenciam uma lei de
Gumbel se o p-valor for superior ou igual a 0.05 e, obviamente, um
modelo de Fréchet ou Weibull em caso contrario.

Exemplo 2.5: Aplicagédo da lei de Gumbel a caudais maximos - teste de
Gumbel.

Retome-se os dados do Exemplo 2.4. Ha que averiguar se estes dados
déao evidéncia a hipotese de o maximo do caudal daquele curso de agua
seguir uma lei de Gumbel. Tem-se

Wy, = Inln 44 Xaqaa — Xoza4 _ In44 + Inln2

=0.92
Xy34s — X4 InIn 44 —Inln2

Como exp(—exp(=0.92))= 0.65 ¢ 1-exp(-exp(-0.92))=0.35, o
p-valor do teste é igual a 0.7. Assim, justifica-se o uso de um modelo de
Gumbel.

No caso de a amostra de maximos nao evidenciar um modelo de Gumbel
para a variavel maximo em estudo, como ja foi referido, envereda-se por
um modelo Fréchet ou Weibull. Nesse caso, e tendo por objectivo a esti-
macédo de probabilidades de acontecimentos raros, de niveis elevados e
de periodos de retorno associados a estas duas leis, € de toda a conve-
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niéncia escrever a expressao das suas fungdes de distribuicdo numa soé.
Concretamente:

_1/g
exp[—(l+§x(;—)L) ] se 1+§x(—3)»>0’ E=0

xX—-A

G(x)=10 se 1+& <0, £€>0

xX—-A

1 se 1+§& <0, £€<0

Para § >0, G representa a fungao de distribuicdo da lei de Fréchet e, para
g > 0, G representa a fungéo de distribuigéo da lei de Weibull.

Esta exposicao prossegue com a estimagao dos parametros desconheci-
dos &, \ e O (Hosking e WaIIis,A1 9/2\37). AAs respectivas estimativas (aproxi-
magcdes), que se denotam por £, A e 0, sdo geradas a partir da amostra
de méaximos de que se dispde. A saber:

Para a lei de Gumbel: /8: 07797 s e /7\\= x—-045s

Para a lei de Fréchet e para a lei de Weibull:

com bO — f, bl — Xou T+ 2x3:n + ?:;2;71_"'1) *+ (n - l)xn:n

_ 2x,, +6x,, +12x, +---+ (n - 1) (n - 2)xn:n

h. =
’ n(n—l)(n—Z)
2b, b, In2 .
¢=70% B em—se & =—7.8590¢-2.9554¢>,
3b,-b, In3

§oBhhE g (-9 )

-96-2)

O valor da fungéo I'(x) pode ser determinado recorrendo ao programa
Excel, que fornece apenas o valor da funcéo InI'(x) (funcdo Lngama(x)).
Assim, obtém-se I'(x) = exp(In T'(x)).
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N
Estas estimativas s6 devem ser usadas para E< 1. Em caso contrario, ha
que usar outros métodos de estimacao (Tiago de Oliveira, 1997).

Na sequéncia do que ja foi dito, uma estimativa de & positiva ou negativa
dé evidéncia a um modelo de Fréchet ou de Weibull, respectivamente.

O conhecimento da lei subjacente aos dados permite estimar com facili-
dade quantis elevados Q(I — p), com p pequeno, dados por

) In(-1n(1- p)) (Gumbel)

Q(l—p)=jA

&
A-b 1= (_ lng — p)) (Fréchet ou Weibull)

Consequentemente, para estimar um quantil elevado associado a um
periodo de retorno T, como se tem p = 1/T,, hd que determinar, usando
a expresséo anterior, o quantil Q(I — 1/T,).

Para estimar o periodo de retorno de valores superiores ao valor elevado
u, temos Ty(u) = 1/(1 — G(u)), valor que também pode ser obtido usando
as aproximagoes

exp[ ! (; A (Gumbel)
T, (”)z X h 1E
(l +E ! (; ] (Fréchet ou Weibull)

Exemplo 2.6: Aplicacdo da lei de Gumbel a caudais maximos — quantil
elevado e periodo de retorno.

Retomem-se mais uma vez os dados do Exemplo 2.4. Umg\ vez que esta
amostra apresenta x =302.750 e u = 160.792, obtém-se A =230.394 ¢
0 = 125.369.

Assim, por exemplo, o caudal elevado que tem probabilidade 0.02 de ser
excedido é

0(0.98) = 230.394 — 125.369 In(-In(0.98)) = 719.576 I/s

e o periodo de retorno de um caudal igual a 800 I/s é dado por

T, (800)= exp( 800 -230.394

~ 94 anos.
125.369
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Exemplo 2.7: Aplicacio da lei de Weibull ao maximo da altura significativa
da onda.

Tendo por objectivo a construgdo de uma comporta em determinado local,
recorreu-se aos valores da altura significativa da onda maxima anual em
zonas costeiras, em metros, respeitantes aos ultimos 24 anos. O estudo
foi baseado na amostra de maximos seguinte:

Quadro 2.4 - Altura significativa da onda maxima anual.

1.04| 113 | 143 | 2.04 | 216 | 2.26| 2.38| 2.53| 2.59 | 2.80 | 2.87 | 2.93
3.11| 3.23| 3.41 | 3.44| 3.51| 3.60| 3.69| 3.78| 3.84 | 3.92 | 3.93 | 4.02

Esta amostra permitiu construir o papel de probabilidade que apresenta-
mos na Figura 2.10.

3,54
i 3 .
_m[_]nﬂ“'-lJ 2‘51 .
2 .
1,5 o
1 .
0,5 o
0 : —® L4
0,50 1 3+ 3 4 5
-1 »
-1,5)

Valores observados x;

Figura 2.10 — Papel de probabilidade de Gumbel relativo a amostra de maximos
da altura significativa da onda do Exemplo 2.7.

Seja M a variavel aleatéria que representa a altura maxima anual da onda.
Uma vez que o papel de probabilidade evidencia uma lei de Weibull para
a variavel aleatéria M, procede-se a estimacgado dos parametros. Ora, como

by =x=2.9000, b, = OALIIST 1.7049 e
24x23
, = 146469202 =1.2061, tem-se
24x23x22
_2b-by In2

c= — =0.0783
3b,-b, In3
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Consequentemente,

£ = -7.8590x0.0783 - 2.9554x 0.07832 = -0.6335

5.7 (2x1.7049 -2.9)x (- 0.6335)
(1.6335) (1-276%)

A=29-1.0115x(0.8977-1)/(-0.6335)=2.7366

=1.0115

Assim, pode-se concluir que a variavel aleatéria M segue uma lei de
Weibull e, portanto, tem funcéo de distribuicéo

1.5785
x - 2.7366
exp| - [1-0.6335 X 22220 se x < 43333
G(x)=j p[ ( 10115 ) ]

1 se x =4.3333

Por exemplo, a probabilidade da altura de onda maxima anual exceder
quatro metros é igual a

P(M >4)

1-G(4)=1-exp —(1—0.6335

427366\ 7%
1.0115

1-0.9191=0.0809

e o periodo de retorno de ondas com alturas maximas anuais superiores
a 3.8 metros é T(3.8) = 1/(1 — G(3.8)) = 6 anos.

Mais, o valor de altura da onda méaxima anual com probabilidade 0.01 de
ser excedido é

1-(-1n0.99 ) ***
~0.6335

0(0.99)=2.7366-1.0115

=~ 4.25 metros

2.4.3 Leis de minimos

Numa perspectiva paralela aquela que se tem vindo a abordar, e nos
contextos habituais em que se insere o presente texto, interessa agora
estimar quantis associados a baixas probabilidades (quantis reduzidos),
que nao sao mais do que valores que tém uma probabilidade muito redu-
zida de serem precedidos ou, equivalentemente, uma probabilidade muito
elevada de serem ultrapassados. Por exemplo, interessa um “valor de
seca” (nivel baixo do rio ou de pluviosidade) tal que a probabilidade de se
observarem valores abaixo deste seja igual a um p muito pequeno. Simi-
larmente, € possivel determinar periodos de retorno de um valor consi-
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deravelmente baixo, a probabilidade de ocorréncia de valores abaixo de
determinado “valor de seca” e, de igual modo, um quantil reduzido
associado a um dado periodo de retorno. Para tal, ha que dispor de uma
amostra de minimos do fenémeno aleatério em estudo e ajustar uma lei a
variavel aleatéria minimo subjacente a tal amostra.

Existem naturalmente resultados de estimagao e de previsao para valores mi-
nimos, analogos aos que foram apresentados para valores maximos, que de-
correm directamente da relagdo min {x,, x,,..., X, } = —max {—x,,—x,,...,—x,},
a qual é vaélida para qualquer conjunto de nimeros reais. Usando esta
relacdo e o teorema de Gnedenko, consegue-se estabelecer que a fungéo
de distribuicdo do minimo de amostras suficientemente grandes pode ser
aproximada por uma funcéo de distribuicdo que apresenta uma das trés
formas seguintes:

x+ 2\
III*(x)=<l—exp —( ) se x> -\
sex<-—-A
—x=-A\ "
y 1-—exp| - | ——— se x< —A
AN
1 sex=—-A

A*(x)=l—exp(—exp(xgk)) , Xx€NR

onde & >0, >0 e A é um real qualquer. Estas trés fungdes de distribuicdo
recebem os nomes de Weibull de minimos, Fréchet de minimos e Gumbel
de minimos, respectivamente (Leadbetter et al., 1983).

Mais uma vez sera Util escrever as expressdes analiticas da lei de Fréchet
e da lei de Weibull de minimos numa forma Unica. A saber:

“1/E
1-exp —(l—«%‘x;—x) se l—§xgk>0, E=0

% x+A

G(x)=<l se 1-& 5 =0, £>0
0 sel—gngsO, E<O
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Para € > 0, G* representa a funcéo de distribuicéo da lei de Fréchet de
minimos e, para £ < 0, G* representa a funcdo de distribuicdo da lei de
Weibull de minimos.

Para estimar os parametros desconhecidos destas leis, usa-se um argu-
mento muito simples. Com efeito, atendendo a relagdo ja apresentada,
min {x,, x,,..., x,} = — max {- x,, —x,,..., —x,}, face a uma amostra de
minimos, comega-se por ordenar de forma ascendente os seus simétri-
cos. Gera-se assim uma amostra de maximos que podera ser tratada com
o procedimento ja apresentado, concretamente no que respeita ao ajusta-
mento de uma lei de maximos e a consequente estimacao dos seus para-
metros desconhecidos. Nota-se que a amostra de maximos gerada por
este processo ndo é uma amostra de maximos do fenémeno em estudo.

Usando as expressdes analiticas da lei de Gumbel de minimos e das
outras duas leis cujas fungdes de distribuicdo foram unificadas na forma
G*, conclui-se que o quantil reduzido de probabilidade p de ser precedido
por valores da variavel minimo em estudo é definido por

— A+ 5ln(— In(1-p)) (Gumbel de minimos )

Q*(p)=j .

(11— »IYE
-A+6 1= lng ) (Fréchet ou Weibull de min)

Os periodos de retorno de niveis abaixo do nivel reduzido w (“shortfall” ou
queda) sdo dados por T *(w) = 1/G* (w), ou através das aproximacgoes

Jexp(— e }L] (Gumbel de minimos )

/€

(1 -E s A] (Fréchet ou Weibull de minimos )

2.5 Exercicios

Exercicio 2.1: Aplicacdo da lei normal e da lei de Gumbel a caudais médios
€ maximos.

Num posto hidrométrico devidamente calibrado, instalado numa seccgéao
transversal de um curso de dgua que atravessa uma area urbana, registaram-
-se 0s caudais médios anuais e os caudais maximos anuais instantaneos,
relativos a dez anos de observagdes, que se apresentam no quadro seguinte.
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Quadro 2.5 — Caudais médios e caudais maximos anuais.

Ano hidrolégico 96/97 97/98 98/99 99/00 00/01
Qmeédio anual (m*/s) 104 127 134 120 122
Qmax anual inst. (m?/s) 488 603 638 568 578
Ano hidrolégico 01/02 02/03 03/04 04/05 05/06
Qmédio anual (m%/s) 126 132 147 116 112
Qmax anual inst. (m*/s) 598 628 703 548 528

a) Calcule o periodo de retorno correspondente a um caudal médio anual
de 100 m?¥s.

b) Determine o caudal maximo de cheia para o dimensionamento de uma
obra hidraulica preparada para cheias centenarias.

Resolucao

a) Seja Q a variavel aleatoéria que representa o caudal médio anual regis-
tado no referido posto. Admitindo que Q segue uma lei normal, os seus
pardmetros séo estimados pela média, ¢, e pelo desvio-padrao s,, das
dez observagbes. Tem-se ¢ = 124 m*/s e 5, = 12.17 m*/s. O periodo
de retorno pretendido é dado por T(100) = 1/p, com p = P(Q < 100),
uma vez que 100 < g. Tem-se

100-124
P 100 P
(Q< ) ) 12.17

P(Z <-197)=P(Z >1.97)=1-P(Z <1.97)
1-0.9756 = 0.0244

Pl Z

2

com £~ N(O,l)

1
Entdo, Ty (100)= ———— =~ 41 anos.
0.0244

b) O papel de probabilidade associado a esta amostra de maximos (Figura
2.11) evidencia que o maximo do caudal instantédneo do curso de agua
em estudo possui uma lei de Gumbel.
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3.5

—Lr{—ln ! j 31 ;
: n+1 2,5

2{’ o,
1,5 4

1 4
0,5 4
]

Ve
D
05 200 400 600 800
= »} *

1.5 ]

Valores observados x;

Figura 2.11 — Papel de probabilidade de Gumbel relativo a amostra de caudais
maximos anuais instantaneos do Exercicio 2.1.

Primeiro, ha que estimar os parametros A e d. A partir da média e do des-
vio-padréo desta amostra, tem-se: 0= 0.7797s = 4746 e A= X — 0.45s =
588 —0.45 x 60.87 = 560.61, pelo que se ajusta a variavel maximo em
estudo uma lei de Gumbel com funcéo de distribuicao dada por

x-560 61
G x)=exp|-exp |-————||, xE&R
W Xp( Xp( 4746 ))

Tratando-se de cheias centenarias, o periodo de retorno &, obviamente,

|
de 100 anos, pelo que p =—=0.01. Assim, o quantil elevado com pro-

R
babilidade 0.01 de ser excedido por caudais maximos anuais € igual a

0(0.99 )=560.61 — 47.46 In (~1n 0.99)=778.93

Pode-se entdo afirmar que o caudal maximo de cheia que deve ser
considerado para dimensionar uma obra que resista a cheias centenarias
€ de, aproximadamente, 779 m?/s.

Exercicio 2.2: Aplicacao da lei normal a precipitagdes totais anuais.

Numa bacia urbana localizada numa regido muito acidentada existem
dois postos udométricos, A e B, cujas areas de influéncia séo, respectiva-
mente, 150 km? e 60 km?. No quadro seguinte estao registados os valores
das precipitagdes totais anuais dos dois postos (em mm), referentes a 17
anos de observagoes consecutivas.

Pretende-se construir um agude de betédo para fins de abastecimento de
agua para rega de zona verde. Sabe-se que o periodo de retorno a utilizar
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no seu dimensionamento é de 140 anos. Determine a precipitacdo total
anual na bacia a utilizar no dimensionamento do agude.

Quadro 2.6 - Precipitagdes totais anuais (mm) em dois postos udométricos.

Ano 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Posto A| 910 888 931 900 1050 | 1000 | 1020 | 910 1000

Posto B| 800 1000 | 1340 | 1100 830 900 930 950 1111

Ano 10 11 12 13 14 15 16 17

Posto A| 1001 880 1111 900 999 899 956 900

Posto B| 1000 810 1410 | 1200 | 1210 | 1010 | 1038 | 1010

Resolucao

Designe-se por H, e H, as variaveis aleatorias que representam, respec-
tivamente, as precipitagdes totais anuais registadas nos postos A e B.
Dado que as amostras sé@o de precipitagdes totais anuais, admita-se que
H, e H, seguem leis normais. Assim, os seus parametros s&o estimados
pela média e pelo desvio-padrdo de tais amostras: h, = 956 2mm, s, =
67 4mm, h, = 1038 2mm e s, = 174 9mm.

Uma vez que T, = 140 anos, obtém-se p = 0.0071. Com este valor, ha
que calcular a precipitagao total anual a utilizar no dimensionamento rela-
tivamente a cada um dos postos e aplicar depois 0 método de Thiessen
para calcular o valor final pretendido. Tendo em conta o tipo de obra a
dimensionar, pretende-se calcular valores correspondentes a situagdes
de seca. Determinam-se entéo os valores hATR:m e h;’?:m tais que

Pl <h7)=00071 & P, <h,"™)=00071

TR -140
Tem-se PQ‘I <h, frmt40 )— Pl Z —9% .2 ,com Z ~ N(0,1).
67 4

Relembrando a area representada por P(Z < z), o facto de se ter P(Z < 2) =
0.0071 < 0.5 = P(Z < 0) significa que z < 0. Ora, a tabela da lei N(0,1) ndo
tem valores negativos; no entanto, a simetria desta lei permite escrever
P(Z < z) = P(Z > — 7). Assim, o valor z procurado verifica 0.0071 = P(Z > - 7)
=1-P(Z =< -7), ouseja, P(Z<-2z)=0.9929. Da tabela da lei N(0,1),
obtém-se

B, 9562
—7=245, pelo que —2 074 =-2.45 ouseja,
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B, 29562 -2.45%67.4 =791.1 mm

Analogamente, P * . =1038.2-2.45x174.9 = 609.7 mm

Tendo em conta as areas de influéncia dos dois postos, o valor pretendido
€, segundo o método de Thiessen,

_ 791.1x150 +609.7 x 60
210

h =7393 mm

Exercicio 2.3: Aplicacdo da lei de Gumbel a precipitacdbes maximas
anuais.

Dos registos diarios de precipitagdes de um posto udométrico, relativos a
dez anos de observagoes, recolheram-se os maximos anuais (em mm)
que se apresentam no quadro seguinte.

Quadro 2.7 - Precipitacbes maximas anuais.

Ano 1998 1999 2000 2001 2002
Max. anual prec. diarias 35.1 28.7 45.8 52.4 70.0
Ano 2003 2004 2005 2006 2007
Max. anual prec. diarias 68.5 65.2 50.6 53.4 31.9

a) Determine a probabilidade de ocorréncia de uma precipitagcéo diaria igual
ou superior @ maxima precipitacdo encontrada, usando a distribuicdo
de Gumbel.

b) Determine a precipitagdo diaria a que corresponde um periodo de re-
torno de 20 anos.

Resolucao

a) O papel de probabilidade que se apresenta de seguida evidencia que
a variavel aleatéria M, que representa o maximo de precipitacdo, segue
uma lei de Gumbel. Deixa-se ao cuidado do leitor a realizagdo do teste
de Gumbel.

Uma vez que esta amostraAde maximos tem média x = §\O.l6 e desvio-
-padrdo s = 14.95, tem-se 6 =0.7797 x 14.95=11.69 e hA=x — 0455 =
50.16 — 0.45 x 14.95 = 43 .43. Assim, conclui-se que a variavel M, subja-
cente a esta amostra, tem funcao de distribuicdo aproximadamente igual a

x—-43.43
G(x)= exp| —exp[ - 7|, x et
(x) exp( exp( o )) re
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_]_n[_l_n i ] 2.5' -
n+1, 2

1.5

1 -

0.5 <
.
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-1 |
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Figura 2.12 — Papel de probabilidade de Gumbel relativo a amostra
de precipitagdes maximas anuais do Exercicio 2.3.

Entao,

P(M >70)

1- P(M <70)=1-G(70)
1- exp(— exp(— M)) =0.0907

11.69

ou seja, a probabilidade de ocorréncia de precipitagdes diarias superiores
ou iguais a 70 mm é aproximadamente igual a 0.09.

b) O objectivo é determinar o quantil elevado correspondente ao valor 7, = 20
anos ou, equivalentemente, o quantil elevado que sera excedido com
probabilidade p = 1/20 = 0.05. Tal quantil é aproximadamente igual a

0(0.95)=43.43 -11.691n(~1n0.95) = 78.2

Assim, o valor da precipitagdo que sera excedido, em média, apenas uma
vez em 20 anos &, aproximadamente, igual a 78 mm.
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3 CALCULO NUMERICO

José Manuel Abreu'?

' Departamento de Engenharia Civil, Universidade de Coimbra.
2 Instituto do Mar — Centro do Mar e Ambiente.

3.1 Nota introdutoéria

A natureza é extremamente complexa. Para tentar entendé-la, criam-se
modelos que seguem leis mais simples do que o sistema real, e obtém-se
resultados aproximados. Essas leis, que procuram simular a natureza, séo,
em geral, expressas matematicamente, dando origem a um modelo mate-
matico. As formulagées matematicas, embora sejam simplificacdes do que
se passa na realidade, sdo ainda assim, com frequéncia, demasiado com-
plexas para serem tratadas analiticamente. De facto, existem numerosos
problemas matematicos para os quais ndo se conhece nenhuma solugéao
analitica. Com a crescente acessibilidade a computadores de baixo custo e
de alta capacidade de processamento, quase todas as actividades das
Ciéncias Aplicadas e da Engenharia recorrem, cada vez mais, aos métodos
e técnicas computacionais para a resolugdo de modelos matematicos mais
abrangentes, para os quais as solugdes manuais séo dificeis, ou impraticaveis.

Surge assim a Andlise Numérica que, em tragos gerais, tem como objec-
tivo o estudo de processos de calculo (algoritmos) que permitam resolver
os problemas matematicos, de forma aproximada, utilizando apenas as
quatro operagdes aritméticas elementares (+,—,X,~).

O tipo de problema resolvido por meio de calculo numérico denomina-se
problema numérico. Considera-se que um problema é numérico quando
tanto os dados de entrada como os resultados do problema sao conjun-
tos numéricos finitos. Quando o modelo matematico ndo conduz a um
problema numérico, primeiramente é necessario transforma-lo num pro-
blema numérico. Os métodos numéricos constituem assim um conjunto
de procedimentos que conduzem a aproximagdo de um problema mate-
matico por um problema numérico, ou a resolugao de um problema
numeérico. Os resultados obtidos por um método numérico designam-se
por solugdes numéricas. O algoritmo é a descricdo sequencial dos pas-
SOs que caracterizam um método numérico (Press et al., 1992).
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Este campo esta directamente relacionado com a resolugdo de proble-
mas matematicos, tendo como ferramenta principal os computadores.
Uma vez que os computadores representam e tratam a informacgéo de forma
discreta, a utilizagdo dos mesmos na resolugdo de problemas matemati-
cos origina o aparecimento de um certo tipo de erros, que ndo surgiriam
caso fosse possivel usar aritmética exacta.

3.2 Erros na resolucao numérica de problemas
de Engenharia

3.2.1 Fonte e tipo de erros

A resolucdo de um problema de engenharia num computador utilizando
um modelo numérico na resolugdo do correspondente modelo matematico
produz, em geral, uma solugao aproximada do problema. A introducgao de
erros na resolugéo do problema pode resultar de varios factores. Em fun-
cao da sua origem, e das fases de resolugcao de um problema de engenha-
ria, € possivel considerar essencialmente quatro tipos de erros (Figura 3.1).

PROBLEMA
DE
ENGENHARIA

l

MODELO —— ERROS INERENTES
MATEMATICO | ¥ AQ MODELD

i X

€RROS ., [ DADOS E
INERENTES — | PARAMETROS MODELO | = ERROS DE
A05 DADOS ' | po mMoDpELO NUMERICO | &— TRUNCATURA

N A

—
CALCULO =
—

RESULTADO

Figura 3.1 — Tipos de erros nas diferentes fases de resolucao
de um problema de Engenharia.

ERROS DE
AAREDONDAMNENTO

1) Erros inerentes ao modelo — Os modelos matematicos raramente cons-
tituem uma representacdo exacta dos fendmenos reais. Na grande
maioria dos casos sdo apenas modelos idealizados, ja que ao estudar
os fendmenos da natureza é-se forgado, regra geral, a aceitar certas
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condi¢cbes que simplificam o problema de forma a torna-lo tratavel.
Os melhores modelos sao os que incluem apenas as caracteristicas do
problema real necessarias para reduzir os erros a um nivel aceitavel.

2) Erros inerentes aos dados - Um modelo matematico ndo contém ape-
nas equacgoes e relagdes; também contém dados e parametros que,
com frequéncia, sdo medidos experimentalmente, e portanto, aproxi-
mados. As aproximacdes nos dados podem ter grande repercussao no
resultado final.

3) Erros de truncatura — Muitos problemas matematicos admitem solu-
¢oes que apenas podem ser geradas construindo um processo infinito
que possa ser descrito como limite da solugao em questao. Por defi-
nicdo, um processo infinito nao pode ser completado, por isso tem de
ser truncado apds certo nimero finito de operagdes. Esta substituicao
de um processo infinito por um processo finito (ou de um processo con-
tinuo por um processo discreto) resulta num tipo de erro designado por
erro de truncatura. Na maioria dos casos, o erro de truncatura é precisa-
mente a diferenca entre o modelo matematico e o modelo numérico.

4) Erros de arredondamento — Quer os calculos sejam efectuados ma-
nualmente, quer sejam obtidos por computador, utiliza-se uma aritmé-
tica de preciséo finita, ou seja, apenas se pode considerar no célculo
um numero finito de digitos. O erro que resulta do desprezar dos outros
digitos e arredondar o numero é designado por erro de arredondamento.

Os erros inerentes ao modelo e aos dados s&o erros iniciais do problema,
exteriores ao processo de célculo; erros de truncatura e de arredonda-
mento ocorrem no processo de calculo de uma solugdo numeérica no
computador. A analise destes dois ultimos constitui o objectivo principal
desta seccéo.

3.2.2 Erros de arredondamento e aritmética computacional

Os numeros séo a entidade fundamental dos métodos numéricos. O pri-
meiro tipo de erro cometido nos célculos surge exactamente do processo
de representacédo dos numeros. O conjunto dos numeros reais € infinito,
continuo e ilimitado. O conjunto de nimeros representaveis de forma exac-
ta em computador, dada a utilizacdo de um numero limitado de digitos
naquela representacéo, ¢ finito, discreto e limitado. Isto significa que, ao
utilizar a aritmética computacional, se cometem constantemente erros de
arredondamento na representacao dos resultados das sucessivas opera-
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coes realizadas. Para compreender a natureza destes erros, é necessario
saber de que forma os numeros sdo armazenados e como sdo efectuadas
as operacdes em computador.

Para armazenar informagao, os computadores utilizam dispositivos fisi-
cos que podem assumir dois estados distintos. Esta caracteristica privile-
gia a base 2 ou base binaria para representacao de numeros. Os nimeros
sdo armazenados de forma aproximada, utilizando um numero fixo de bits
(apécope do termo inglés Binary Digit) ou bytes (grupos de oito bits). Para
o efeito, divide-se a memodria em cadeias de bits denominadas palavras.
O numero de bits utilizado corresponde ao comprimento de palavra do
computador. O utilizador pode escolher entre varios “tipos de dados”, que
podem diferir no numero de bits utilizados e também na forma como o nu-
mero representado é armazenado: ponto fixo (ou “inteiro”), ou ponto flu-
tuante (ou “real”).

3.2.2.1 Aritmética de ponto fixo (inteiros)

Um numero inteiro é representado utilizando todos os bits da palavra de
computador, com a salvaguarda de que deve reservar-se um bit para o
sinal. Sendo finito o nimero de bits da palavra do computador, apenas
inteiros num intervalo [Nmin, Nmax], fardo parte do respectivo sistema de
numeragdo. O numero de bits disponivel para representar inteiros deter-
mina qual o maior (e menor) inteiro disponivel. Embora todos os inteiros
no intervalo [Nmin, Nmax] possuam representacdo exacta e também
sejam exactas as operagOes aritméticas cujos operandos e resultados
sejam inteiros naquela gama, inteiros fora de [Nmin, Nmax] ndo poderéao
ser representados. A tentativa de o fazer conduz ao conhecido erro de
execucéo designado por overflow.

Exemplo 3.1: Representacdo de nimeros inteiros.

Determine qual a gama de inteiros representaveis num computador com
um comprimento de palavra de 32 bits.

Resolucao

Numa palavra de 32 bits, é possivel representar 2% inteiros distintos.
Como 2% é um numero par e o computador tem de reservar uma combi-
nagao para representar o zero, 0s nimeros inteiros minimo e maximo nao
sd0 simétricos. Em geral, N,,. = IN,,| — 1, obtendo-se assim a gama de
inteiros representada na Figura 3.2.
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Conjunto de inteiros representaveis

Overflow e N Overflow
g R

4 — .

Noin 241 0 1 2 Noiss.

I Il
-3 = 2.147.483.648 2L 1 =2.147.483.647

Figura 3.2 — Inteiros representaveis numa palavra de 32 bits.

3.2.2.2 Aritmética de ponto flutuante (reais)

Usando por facilidade de compreenséo o sistema decimal, qualquer nimero
real ndo nulo pode expressar-se mediante a denominada notacao cientifica
normalizada, na forma simbdlica:

x=+x0d d,d,...d d.,...x 10* 3.1)
onde E é um inteiro (negativo, positivo ou zero), denominado expoente, e
os digitos d,, d,,... s&o digitos decimais {0,1,2,...,9} em que, por unici-

dade da representacao, d,# (O Por exemplo, 732.5051 = 0.7325051 x 10?,
—0.005612 =-0.5612 x 102

Como alternativa a (3.1), o ndmero real x distinto de zero também pode
ser representado em notagao cientifica normalizada na forma:

x==Mx10", %5M<1 3.2)

sendo constituido por trés partes: um sinal (+ ou -), um numero real
(fraccionario puro) M no intervalo [1/10, 1[ (denominado mantissa norma-
lizada) e uma poténcia inteira de 10 (expoente).

Se o sistema posicional de numeragéo nao for o decimal, mantém-se os
principios expostos. Por exemplo, a correspondente representagdo no
sistema binario é:

1
x=iMx2E, 55M<1 (3.3)
em que a mantissa M devera ser expressa como uma sequéncia de bits
(zeros ou uns) na forma: M =(0.d, d, d,...),com d, # 0 (logo d, =1).

A notacéo cientifica, tal como apresentada, ndo pode ser implementada
em computador, pois, para representar todos os numeros reais, a mantissa
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e 0 expoente exigiriam um nuimero infinito de digitos. A notagéo cientifica
¢é entdo modificada de forma a utilizar-se um ndmero finito de digitos (7)
para a mantissa e um namero finito de digitos (p) para o expoente. Ob-
tém-se desta forma o denominado sistema de numeragédo de ponto flu-
tuante normalizado caracterizado por quatro parametros: a base (b), que
€ um inteiro = 2, o nimero de digitos da mantissa () e os valores minimo
e maximo do expoente (E,;, € E, .., respectivamente). Este sistema, habi-
tualmente representado por F' = F(b, ¢, E,;, € E,,), é constituido pelo
subconjunto dos numeros racionais da forma:

B 5 . l =M=I1- il
x=«xM5db cmque: b b (3.4)
El"ﬂlll S E S Emm(

acrescido de uma representacao especial para x = 0.
Exemplo 3.2: Representagédo de numeros reais.

Considere o sistema hipotético F(2, 3, — 1, 2). Determine quais os nime-
ros que fazem parte desse sistema de ponto flutuante e a forma como os
mesmos se situam ao longo da recta real.

Resolucao

Como b = 2, x = + M x 2* em que a mantissa normalizada M satisfaz
1

E =M <1. As mantissas normalizadas serdo da forma (.1xx). Portanto, os

numeros reais positivos representados neste sistema serédo formados pelos
seguintes quatro conjuntos de numeros, representados na Figura 3.3:

(.0100),=1/4 (.0101),=5/16 (.0110),=6/16 (.0111),=7/16, para E = —
(100),=1/2 (.101),=5/8 (.110),=6/8 (.111),=7/8, paraE =0
(1.00),=1  (1.01),=5/4 (1.10),=6/4 (1.11)=7/4, paraE =1
(10.0),=2  (10.1),=5/2 (11.0),=6/2 (11.1),=7/2, paraE =2

Os restantes elementos de F' sdo os simétricos dos anteriores e 0 nimero
zero, perfazendo um total de 33 numeros. Verifica-se que os elementos de
F sé@o mais densos préximo de x,,, = 1/4 e menos densos quando se
aproximam de x,,, = 7/4. De salientar ainda a n&o existéncia de nimeros
nos intervalos [-1/4,0] e [0,1/4]. Tal como nos inteiros, um ndmero superior
a X,.. produz uma mensagem de erro de overflow; por outro lado, um
numero positivo inferior x,;, produz uma mensagem de erro chamada
underflow.
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UNDERFLOW OVERFLOW

0 05 1 15 2 25 3 35 4

Figura 3.3 — Reais positivos que fazem parte do sistema F(2, 3, -1, 2).

3.2.2.3 Erros na aritmética de ponto flutuante

Quando um real ndo pertence ao sistema de numeragao de um computa-
dor, tera de ser aproximado por um numero desse sistema. Considere-se
um numero real com um numero infinito de digitos na forma (3.1). O com-
putador apenas guarda um numero de k = t digitos, pelo que n&o traba-
Ilhara com o numero exacto x, mas com a sua representacdo em ponto
flutuante fI(x), dada, no caso mais simples, por

fI() = +0.d,d,...d, x 10° (3.5)

onde se utilizou a técnica de representacdo aproximada designada por
arredondamento por corte (truncatura), que consiste em desprezar os
digitos para além dos k primeiros. A operagdo de corte introduz sempre
erros do mesmo sinal porque obtém sempre aproximagdes por defeito.
Uma técnica alternativa € o arredondamento simétrico, que produz um
resultado igual ao de corte se d,,,< 5 (arredondamento por defeito) e que
adiciona 1 a d, se d,,,; = 5 (arredondamento por excesso). Por outras
palavras, o arredondamento simétrico é equivalente a somar 0.5 x 10%* a
X e depois cortar.

Designa-se por erro de arredondamento o erro produzido ao aproximar
um ndmero x pela sua representagédo em ponto flutuante fI(x) por qual-
quer dos dois métodos. Seguidamente, precisa-se melhor o conceito de
erro em sentido mais geral.

Seja x um valor aproximado de uma grandeza cujo valor exacto é x. Defi-
ne-se o erro de x em relagdo a x como: A x =x — X e 0 erro absoluto de x
como o valor absoluto de A x, |A xl.

Exemplo 3.3: Erro absoluto.

No calculo do perimetro molhado de um colector, considerou-se & = 22/7
como aproximagao de 7t = 3.14159265 Qual o erro da referida aproximagao?
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Resolucao
Convertendo 22/7 na forma decimal, vem
3.14159265...

3.14285714...
logo, A =— 0.00126449...

VA

VA

No exemplo anterior, as reticéncias indicam que os nimeros possuiam
mais digitos, que ndo queremos ou ndao podemos continuar a representar.
Uma situacao deste tipo ocorre sempre que um numero nao pode ser ex-
presso através de um numero finito de casas decimais. Ao lidar com apro-
ximacgoes, é necessario estabelecer critérios para avaliar o respectivo grau
de precisdo. No Exemplo 3.3, no caso de se trabalhar com trés casas
decimais,

n=3.142 e Amn=0.0004073...<0.5 x 10°

Diz-se que x é um valor aproximado de x com preciséo de k casas deci-
mais correctas, se:

|Ax| = |x — x| < 0.5 x 10* (3.6)

eque x == (0.dd,...d), x 107 é uma aproximacdo de x com n algaris-
mos significativos se:

|Ax| = |x — x| = 0.5 x 105" 3.7)

A importancia de um erro pode, em geral, ser melhor apreciada se for
comparada a quantidade x a ser aproximada (supondo x # 0), i. e., utili-
zando o conceito de erro relativo:

I =£, ou ‘r‘ (3.8)
x

O erro relativo expressa o erro como uma fracgédo de x, ou |x| e esta
relacionado com o erro percentual, ou percentagem de erro, definido
como 100 x |r,|. O numero de algarismos significativos de um valor apro-
ximado pode relacionar-se com o respectivo erro relativo. De facto, como
por definicao: |r,| = |Ax|/|x|, da Equacéo (3.7) verifica-se que se x tem n
algarismos significativos, entdo

Ir| = (0.5 x 105/(0.1 x 109 = 0.5 x 10 (3.9)
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Também é possivel demonstrar que, no caso de

=0.5x 10" (3.10)

r\'
entdo x aproxima x com pelo menos n algarismos significativos.

Um indicador importante da preciséo do sistema de ponto flutuante utili-
zado pelo computador reside em conhecer a diferenca entre dois nume-
ros consecutivos, a qual dependera da grandeza dos nimeros. Conside-
rando o numero positivo x, = M, x 2%, o nUmero seguinte com o mesmo
expoente que o computador armazena sera x, = (M, x 2) x 2F (corres-
ponde a aumentar em uma unidade o digito menos significativo da
mantissa). Logo, teremos |x2 - x1| = 2. Observe-se que qualquer nimero
x = M x 2F no intervalo (x,, x,) serd aproximado por arredondamento a
fl(x) = x, ou fl(x) = x,, segundo o extremo do intervalo do qual esteja mais
perto. O erro absoluto cometido é entdo |x — fl(x)| = |x, — x,|/2 = 25
Claramente, o erro absoluto sera tanto maior quanto maior for o valor de x.
A cota para o erro relativo, pelo contrario, permanece constante. Com efeito,

_ Lt -t
" o _szE_sz <2 (3.11)

| = A x| 251
|- < -

E facil comprovar que a cota do erro relativo se multiplicaria por 2 no caso
de se utilizar arredondamento por corte.

A diferenca entre 1 e 0 menor nimero 1+ € que é maior que 1 mas que nao
se armazena como 1 € designado por épsilon da maquina, ou unidade de
arredondamento da maquina. Denota-se €,. Para um computador que
armazena mantissas normalizadas de ¢ bits,

—i
J 2 se o omputador arredonda ao armazenar

l 2177 se o computador trunca ao armazenar

pelo que, de acordo com a Equacéo (3.11), €,, € um majorante do erro
relativo, ou seja, se fI(x) & a representagdo em F de um numero real x, 0
seu erro relativo ndo excede ¢, (fl(x) = x(1 + ), |8 =< ¢,). E por isso
fundamental conhecer o ¢€,, do sistema de ponto flutuante que se utiliza.

3.2.2.4 Propagacao de erros. Erros nas operacoes aritméticas

E verdade que os erros de arredondamento s&o geralmente pequenos mas,
quando repetidos em algoritmos longos e complexos, podem ter efeitos
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catastroficos. Sdo abundantemente citados na bibliografia dois exemplos
notaveis: a explosao do missil Arianne a 4 de Junho de 1996, gerada por um
erro de overflow no computador de bordo; e o fracasso do missil americano
Patriot durante a Guerra do Golfo, em 1991, devido a um erro de arredonda-
mento no calculo da respectiva trajectoéria. Nesta secgéo aborda-se a forma
como se propagam os erros de arredondamento no célculo de fungdes.

Considere-se inicialmente o caso de uma fungédo de uma variavel e su-
ponha-se que se pretende calcular o valor y = f{x) utilizando uma aproxi-
magé&o x de x. Em geral, f(x) ndo coincide com f(x). Seja, por defini¢o,
y = f(x). Qual o erro cometido nesta aproximag&o?

E claro que o erro |A f| = |A y| =|y - y| dependera do erro |A x| e também
da fungéo f. Se a funcéo f for continuamente diferenciavel, a aplicagédo do
teorema do valor médio permite escrever

IAfl=]f" E) A x (3.13)

com & € (x, x). Como este ponto ndo é conhecido com rigor, pode-se
conhecer um majorante de |A f| substituindo a derivada de f por um seu
limite superior, ou seja,

Af=1f" @)

Nesta expressdo, o valor maximo da derivada é calculado no intervalo
[x —|A x|, x + |A x[].

A A (3.14)

max.

A relagio anterior é facilmente generalizavel a uma fungéo f que dependa
de qualquer nimero de variaveis. Seja f(x,,x,,...,x,) uma fungéo de R em
R”, continuamente diferenciavel. A aplicagdo do teorema do valor médio
para funcdes de n variaveis permite obter:

9

0x

i

sr=S[Z] ax) @19

|

que constitui a chamada férmula de propagagéo do erro absoluto. Com
base na férmula de propagacao do erro, é facil deduzir as regras para a
propagagéo de erros nas quatro operagdes aritméticas. Assim,

A(xxy)|=[Ax]+ Ay
(A (x-y)[=[Ax][ Y]+ Ay|[X (3.16)

Ax[| Y [+]Ay[[X]
=2

(A (xy) =
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ou, para o erro relativo,

Y
lrsl 41—l 7,

‘r(x:y)""‘Xiy +y

3.17
‘r(x~y)‘z‘rx‘+‘ry‘ ( )

‘F(de)‘z‘rx""‘ry‘

A andlise das expressoes anteriores permite concluir que ha dois tipos de
situacdes que podem ser uma importante fonte de erros ao trabalhar com
aritmética de ponto flutuante:

a) a soma (subtracgédo) de um numero muito pequeno a (de) um numero
de muito maior ordem de grandeza;

b) a subtracgdo de nimeros muito préximos.
Para efectuar um teste do caso (a), em computador, considere o exemplo:
Exemplo 3.4: Erro na soma de numeros de diferente grandeza.

Efectuar um programa de calculo que adicione dez mil vezes o valor 0.00001
a uma unidade. Comparar o resultado obtido com o resultado exacto cal-
culando a percentagem de erro.

Resolucao

O valor obtido num PC (simples precisdo) é: SUM=1.100136. O valor
[1.1-1.100136
y—————x100=0.0124%

exacto é SUM=1.1. Logo

Para explicar a causa dos erros de arredondamento, considere-se o
calculo de 1+0.00001 num computador em simples precisdo. As repre-
sentagdes binarias de 1 e de 0.00001 sao, respectivamente,

(1),, = (1000 0000 0000 0000 0000 0000), x 2!
(0.00001),, = (1010 0111 1100 0101 1010 1100), x 2

A soma destes dois numeros resulta: (1),, + (0.00001),, =
= (.1000 0000 0000 0000 0101 0011 1110 0010 1101 0110 0), x 2!

No entanto, os ultimos digitos da mantissa (sublinhados) terdo que ser
aproximados, ja que a mantissa apenas pode armazenar 24 digitos. Logo,
o resultado do célculo sera armazenado como

(1),, = (0.00001),, = (.1000 0000 0000 0000 0101 0100), x 2',
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que é equivalente a (1.0000 0001036),,. Entdo, sempre que 0.00001 é
somado a 1, o resultado tem um erro de 0.0000000136. Quando a adi¢édo

é repetida dez mil vezes, é gerado um erro de exactamente dez mil vezes
0.0000000136.

Analise-se agora o segundo tipo de situacéo, referenciado por (b), que pode
constituir uma importante fonte de erros. Da formula do erro relativo da
subtracgao, conclui-se que, se x e y sdo numeros muito proximos, a dife-
renga x-y vira muito pequena e, consequentemente, o erro relativo da di-
ferenca dos dois numeros pode amplificar-se muito. Esta amplificagcao do
erro relativo designa-se por cancelamento subtractivo e corresponde,
portanto, a perda de algarismos significativos (e consequente aumento do
erro relativo) resultante da subtracgcao de numeros muito proximos.

Exemplo 3.5: Cancelamento subtractivo.

O cancelamento subtractivo pode ocorrer no calculo das raizes de uma
equagao do 2.° grau utilizando a férmula habitual. De facto, se

br<<|4ac|, entao Vb2 -4ac=|b|

pelo que ocorre no numerador da férmula resolvente um cancelamento
subtractivo. Neste caso, é possivel obviar o problema se se utilizar a se-
guinte forma alternativa para calcular as raizes da equagéo do 2.° grau:

-2c _-b- p:-4dac

X1=———F—— , x2=
1 b+yb*-4dac ’ 2a
—_— 2_ —_—
b+ p*-4dac # s b<0

X1 = y X2 =
2a b-yb*-4ac

se b>0

A propagacao do erro podera também estar relacionada com o tipo de
problema matematico que se pretende resolver. Em geral, diz-se que um
problema matematico € mal condicionado se for muito sensivel a peque-
nas alteragcdes nos seus dados; se a solugdo apresenta fraca sensibili-
dade as variagdes nos dados, o problema diz-se bem condicionado.

Exemplo 3.6: Problema mal condicionado.
. ~ ° 2 X 1 ~
As raizes da equagdo de 2.°grau: X" — —+ — =0 s@o x; =x, =—
2 2
3 36 6
Utilizando coeficientes arredondados a seis casas decimais correctas

(pequena variagdo nos dados), obtém-se a equagdo: x* — 0.333333 x +
+ 0.027778 = 0, que ndo tem raizes reais!
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Um método numérico diz-se instavel se os erros se amplificam no decur-
so dos calculos, de forma a afectar significativamente o resultado final;
caso contrario, o método diz-se estavel. Um método estavel produz sem-
pre bons resultados (aplicado a problemas bem condicionados).

3.2.3 Erros de truncatura
3.2.3.1 Série de Taylor

Depois de se perceber como € que os computadores representam os nu-
meros, a pergunta que se segue é: de que forma representam as funcdes?
Como referido, os computadores apenas executam as quatro operacdes
aritméticas basicas: adigdo, subtracgédo, multiplicagéo e divisdo. Assim,
por exemplo, um computador representa facilmente f(x) = ax* + bx + c,
pois esta funcao s6 envolve operacdes aritméticas basicas. Em contraste,

i x dy )
funcdes transcendentes, como, por exemplo, Inx= j; —, envolvem, além
Y
das operagdes aritméticas basicas, outras operac¢des, neste caso integracao.

Uma das formulagbes matematicas mais utilizadas no ambito dos méto-
dos numéricos para exprimir fungées é a série de Taylor. Uma fungéo f(x)
continua e com derivadas continuas, de qualquer ordem, na vizinhanca
de x = x,, pode ser representada de forma exacta e Unica no intervalo
1%, — R, x, + R[, denominado intervalo de convergéncia, onde R é o raio
de convergéncia da série para x = x,, através da série de poténcias infinita,
designada por representacdo em série de Taylor da fungéo f(x):

@) = Fi)+ 1) )+ L0 (o
(3.18)

(n) o0 (k)
v+l (0)(x %) +. ; f (0)(x %)

n!

No caso particular em que x = x,= 0, a expansio de Taylor € denominada
série de Maclaurin:

J)=f(0)+/(0) x+

f"( ) 2, AL =§ka (3.19)

x +...
n! “ K

A titulo de exemplo, as séries de Maclaurin de e* e cos x séo, respectiva-
mente:

2 3 n
relrx i+ (3.20)
21 3l n! '
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< ox %
cosx=1-—+"—-"1 . (3.21)

21 41 6!

Infelizmente, tal como um numero finito de bits apenas consegue repre-
sentar um ndmero limitado de nimeros reais, um numero finito de nUme-
ros apenas pode representar um numero limitado de fungdes. Embora
muitas fungdes sejam representadas por sequéncias infinitas e operacdes
aritméticas basicas, os computadores apenas armazenam sequéncias fini-
tas. Assim, a sequéncia infinita que representa a funcao exacta tera de ser
truncada para um numero finito de termos. Por outro lado, muitos proble-
mas envolvem nao s6 fungdes continuas como também operacdes sobre
essas fungoes, tais como integragdo e diferenciacdo. Se as fungdes con-
tinuas sdo substituidas por fungdes definidas discretamente, todos os
operadores sobre fungdes continuas também tém de ser substituidos por
operadores sobre funcdes discretas.

A série de Taylor truncada apds o termo de ordem n expressa-se como:

" (n)
J (xO)(x—x0)2+...+7f (xo )(x—xo)”+
2! n!

J)=f (xg )+ (x0 )(x=x¢ )+

Pn(X)

+R, (x) (3.22)

em que p,(x) é designado por polinémio de Taylor de ordem n para f em
torno de x,. R (x) é o erro de truncatura (representa o erro da aproximacéo
f(x) = p,(x) ao truncar os termos de ordem n+1 e superiores) associado
a p,(x). Este erro pode ser expresso por:

FE)
(n+1)!

(x _ xo )n+1

Ru(x) = (3.23)
com & entre x e x,. No caso de se verificar que R» (x) njwo, a aproxima-
¢ao por polinomios de Taylor pode ser t&o exacta quanto se queira, bastando
para tal considerar um numero suficientemente elevado de termos. Como,
em geral, o valor de € nédo é conhecido, apenas é possivel calcular um limite

superior para R, (x) pela consideracdo de um majorante para [f<"*” (§)|.
Exemplo 3.7: Aproximacao de uma funcéao.

A Figura 3.4 ilustra graficamente a forma como a funcéo cos x é aproxi-
mada no intervalo 0 =< x < 7, utilizando diferentes polinémios p,(x), k = 1,
2 e 3, obtidos truncando a série de Maclaurin (Equacéo 3.19).
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Figura 3.4 — Gréficos da funcéo f(x) = cos x e das aproximagdes obtidas
por (3.19) para k=1, 2 e 3.

Na pratica, tal como no exemplo anterior, utiliza-se a expansao em série
de Taylor, truncando a série infinita, ou seja, usando uma soma parcial.
Este tipo de erro, motivado por truncar uma série (erro de truncatura), é
inerente a maioria dos métodos numeéricos.

3.2.3.2 Discretizacao

Um dos conceitos fundamentais do calculo numérico é o de discretiza-
¢éo. Consiste na substituicdo de um problema continuo (por exemplo,
calculo de uma derivada ou integral) por um problema discreto. Supondo
que se pretende calcular o perimetro de uma determinada elipse com eixo
maior e menor a e b, respectivamente, esse perimetro sera dado de forma
analitica pelo integral

P = fds = jfﬂ (a2 sin’ x + b* cos’ x)d@ (3.24)

que € um integral eliptico de segundo tipo, e ndo admite solugdo analitica.
Por isso é que ao contrario do caso do circulo para o qual

27

P = fds= [ rdo - [rol" =2x R (3.25)

néo se conhece a férmula analitica do perimetro de uma elipse. O célculo
da expressao (3.24) tera de ser efectuado numericamente. Como se vera
no subcapitulo 3.5, o problema continuo do calculo do integral sera subs-
tituido pelo problema discreto do célculo de uma soma, introduzindo um
erro de discretizagao.
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Exemplo 3.8: Exemplo simples do conceito de discretizagéo.

Considere que se efectua o célculo aproximado do integral (Equagéao

3.25) pelo processo que se indica na Figura 3.5, isto é, dividindo o

perimetro do circulo em n partes iguais através da construgao grafica que
2

T
se ilustra (discretizagdo do dominio). Como & =7 e o lado, /, de cada

(a
triangulo é dado por / =2 R Sm(?) ,0 valor aproximado do perimetro do

sin(a/2)

irculo é: P, =nl=27R
circulo é: £, o/2

Como se verifica na Figura 3.5(b), quando n —, o perimetro calculado
numericamente tende para o valor exacto (P,,,,. —P). No entanto, qual-
quer que seja o valor n (finito), obtém-se sempre um valor aproximado
para o perimetro do circulo devido ao erro de discretizagdo (truncatura)

introduzido.

1 2 3 4 5 68 T 8 10 11 12 13 14 15

n

(b)

Figura 3.5 — Determinacao aproximada do perimetro de um circulo:
(a) discretizacéo efectuada; (b) convergéncia para o valor exacto quando n aumenta.

3.2.3.3 Métodos iterativos

Outra das ideias fundamentais dos métodos numéricos passa pela itera-
¢ao ou aproximagdo sucessiva. Num sentido amplo, iteracédo significa
repeticdo de um processo. Um método iterativo € um método numérico
em que a solugéo do problema matematico é o limite de uma sequéncia

Xis Xoy Xy oXppeon (3.26)
definida por iteracéo, ou seja, através de uma equacao iterativa.
O caso mais geral de uma férmula de iteragcao estacionaria de n pontos é:

X=8 (s Xeannn X)), k=n,n+ 1, (3.27)
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em que a funcdo de iteragdo g serd, em geral, ndo apenas funcéo de
Xi1s Xpase--5X,, Mas também de valores de f(x) e das suas derivadas em
um ou mais desses pontos.

O caso mais simples corresponde as féormulas de iteragdo estacionarias
de um ponto que, como se observa no subcapitulo 3.3, tém a forma:

Y=g x), k=12,.. (3.28)

Cada passo denomina-se iteracdo. O indice k indica a iteragdo presente.
O processo tem que ser iniciado com uma aproximacgao inicial, x,.

Dada a aproximacao inicial x, € [a,b], um método iterativo diz-se conver-
gente se a sucessdo das sucessivas aproximagdes (Equacdo 3.26)
converge para a, ou seja, limx, =ca. Como os meios de célculo sdo

k—ow

limitados, os processos iterativos devem ser terminados ao fim de um nu-
mero finito de iteragbes. Na pratica, o processo termina quando uma certa
preciséo for atingida. O erro de truncatura cometido corresponde a dife-
renca entre o valor obtido aquando da paragem do processo iterativo e o
valor exacto que se alcancgaria no limite (caso se tenha convergéncia).

Definigao (ordem de convergéncia): Se um método iterativo é convergente
e existir um nimero p = 1 e uma constante C > 0 tais que:

Ax ‘
lim ‘ k = C (3.29)
k— o ‘ Axk_l ‘
diz-se que o método converge com ordem de convergéncia p. Se p = 1,
a convergéncia diz-se de primeira ordem ou linear; se p = 2, de segunda
ordem ou quadratica, etc. A constante C é denominada constante de erro
assimptoético.

A expresséo (3.29) é frequentemente escrita na forma assimptoética

A x| = C|A x,,

i (3.30)
Quanto maior a ordem de convergéncia de um método iterativo e menor
a respectiva constante de erro assimptético, maior a respectiva rapidez
de convergéncia (menor numero de iteragdes necessarias para atingir
uma dada precisao). Tal ndo significa que o método seja necessariamente
mais eficiente, pois a eficiéncia dependera, também, do esforco compu-
tacional exigido em cada iteragao.
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3.3 Resolucao de equacoes nao lineares

Dada uma funcao real de variavel real, ndo linear (algébrica ou transcenden-
te) f(x), diz-se que um nimero o é um zero da fungéo ou uma raiz da equagéo

fix)=0 (3.31)

se, e somente se, f{a) = 0. As raizes de uma equagido podem ser reais ou
complexas. Esta secgao limita-se a determinacéao de raizes reais. Geome-
tricamente, uma raiz real de f(x) = 0 é representada pela abcissa x = «,
do ponto de intersecgdo do grafico da fungéo f(x) com o eixo OX.

Uma equagao nao linear pode ter ou ndo raizes reais. No primeiro caso,
pode haver apenas uma raiz ou varias. Por exemplo, a equagédo quadra-
tica ax’* + bx + ¢ = 0 ndo tem raizes reais se b> < 4 ac; caso contrario
tera duas raizes. Naturalmente, se b’ = 4 ac, as duas raizes serdo
idénticas (raiz de multiplicidade 2 ou raiz dupla). Uma raiz é simples se
f’(a) 2 0, e multipla no caso contrario.

As equacdes nao lineares, excepto em casos particulares, ndo podem ser
resolvidas através de métodos directos, i. e., algoritmos que permitem
obter uma solugdo num numero finito e predeterminado de passos de cal-
culo (se o computador trabalhasse com aritmética exacta, ou seja, se ndo
existissem erros de arredondamento, a solugao obtida seria exacta). Con-
sidere-se 0 exemplo de uma equacgao polinomial

fW)=ax+a x"'+..+a,x+a,=0 (3.32)

Para equagdes de grau menor ou igual a 4, todas as raizes podem ser
obtidas directamente por férmulas algébricas, embora para equacdes de
grau 3 e 4 esse ndo seja o procedimento mais eficiente. Para n > 4, ha
que recorrer a métodos iterativos.

A implementagdo computacional de qualquer método iterativo, como se
viu, apresenta trés componentes essenciais:

i) uma estimativa inicial da solucéo;

i) um processo para calcular uma nova aproximacao melhorada — formula
recursiva ou de iteracao;

iii) um critério para terminar o processo de actualizacéo - critério de para-
gem ou de convergéncia.

A ligacao entre as diferentes componentes deste processo é representada
através de um diagrama de blocos na Figura 3.6.

60 HIDROLOGIA URBANA - CONCEITOS BASICOS



[ INiciO )

¥

‘ ESTIMATIVA INICIAL I

4

4| FORMULA DE ITERACAO I

NAO @
(critério de paragem)

SIM

PARAR

Figura 3.6 — Implementacédo de um algoritmo iterativo.

A aplicagcédo de uma férmula de iteragao do tipo (3.28) requer o conheci-
mento de uma aproximacao inicial x, da solugdo. Frequentemente, x,
pode ser obtido de imediato. E, por exemplo, o caso em que o problema
permite uma previsao do resultado. Quando tal ndo é possivel, ou ainda,
no caso mais geral de se pretenderem obter as varias raizes da equacgéo,
€ necessario obter essa estimativa numa fase prévia. Isso pode ser feito
recorrendo ao estudo gréafico e tedrico de f.

A necessidade de ter ou ndo aproximacoes iniciais “suficientemente proé-
ximas” da raiz pretendida, o, permite distinguir os métodos de conver-
géncia local, nos quais x, tem que estar suficientemente proximo de o, e
os métodos de convergéncia global, em que a convergéncia nao esta de-
pendente da melhor ou pior aproximacéo inicial x,.

Apods a obtencédo de uma aproximagao inicial, que algumas vezes pode
ser grosseira, vai-se sucessivamente refinando a aproximagao até que a
mesma esteja tdo proxima da raiz da equagéao quanto seja requerido pelo
problema em analise. As condi¢des impostas para que esta situagdo se
verifique definem o chamado critério de paragem (ou convergéncia) do
processo iterativo [por exemplo, x, estar préximo de a ou f{x,) ser proxi-
mo de 0, ou um numero maximo de iteragoes].

Os métodos iterativos diferenciam-se entre si pela forma como séo gera-
das as sucessdes para obter a solugdo da equagéo f(x) = O a resolver.
Apresentam-se de seguida alguns exemplos.
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3.3.1 Método da bisseccéao

Este é um dos métodos mais simples para calcular raizes reais de uma
equagéo nao linear. Esta baseado no conhecido teorema de Bolzano, se-
gundo o qual, se uma fungéo fé continua num intervalo [a,b] e tem sinais
opostos nos seus extremos (f(a) f(b) < 0), entdo existe pelo menos um
valor . € (a,b) tal que f(a) = 0.

A esséncia do método consiste em construir uma sequéncia encaixada
de subintervalos I, = [a,, b,] C I = [a, b] por divisdes sucessivas do in-
tervalo ao meio, assegurando sempre que f(a,) f(b,) < 0. Desta forma, a
raiz vai sendo sucessivamente confinada a um intervalo com uma ampli-
tude cada vez menor.

Concretizando, em cada iteracao k, calcula-se o ponto médio do intervalo:

a,, +b
x, =+ FL k=12 . (3.33)
2
e o valor da fungdo nesse ponto f(x,). Se flx,) = 0, o processo termina,
pois a. = x,. Caso contrario, o ponto médio x, ira substituir um dos valores
extremos do intervalo (g, ou b,) de acordo com:

>0 a,=x, e b, =b,

Se: () fa,) { 634

<0 a,=a,,¢e b, =x,

O processo de divisdo do intervalo ao meio e a escolha do subintervalo
para a iteragcao seguinte repetem-se até o critério de paragem ser verifi-
cado. Este processo iterativo encontra-se esquematicamente ilustrado na
Figura 3.7.

O método & sempre convergente desde que f(a) f(b) < 0 (método de con-
vergéncia global), mas a convergéncia pode ser muito lenta.

Apos k iteracOes, a raiz estara contida em I, = [a,, b,] de amplitude

b, —a b, ,—a b,-a, b-a

k-1 k-1 - k-2 . k=2 = = 0 - 0 - - (335)
2 2 2 2
que depende apenas da amplitude do intervalo inicial (b — a) e ndo da
expressdo analitica da funcéo f(x). Assim, o erro cometido apés k bissec-

coes (iteragdes) € majorado por

by —a, =

—-d
2k

[Ax, [=lo—x; |= (3.36)
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Figura 3.7 — Método da bisseccéo.

Definida a precisao 6 pretendida no célculo da raiz, é possivel especificar
a priori o nimero de iteracoes k necessarias para atingir esse objectivo.
Concretamente, supondo que se pretende garantir que |a — xk| < J, basta

a
impor < §, de onde se obtém

In b-a
o

k= I (3.37)

Tomando para k o primeiro inteiro que verifica a condigdo anterior, existe
a garantia de que x, satisfaz a precisdo desejada.

Da expressao (3.36), deduz-se imediatamente que

_Ax | 1

< < (3.38)
[Axy| 2

0 que mostra, recordando as expressoes (3.29) ou (3.30), que o método
da bisseccao converge linearmente, com razéo de convergéncia igual ou
menor a 0.5.

Exemplo 3.9: Método da bissecgéo.

Num canal de seccgéo rectangular de 2,5 m de largura e declive 0.0009,
com revestimento de betdo, escoa-se o caudal de 3 m’/s. Determine utili-
zando a expressdo de Manning (K = 75 m'?/s) a altura do escoamento
uniforme com trés casas decimais correctas.
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Resolucao
2/3

. AN
Aformulade Manning O = K AR i"? =K 4 (F) i""? pode escrever-se:

0.6

P** Para canal rectangular: A = bhe P=b + 2h.
0.6

(2.5+2m)"* =0

Y
4= K2

Assim, f(h)=2.5h-

~
J.

W , éaequagio ndo

linear cuja solugéo permite calcular a altura uniforme. Arbitrando 1, =[0.5,1.0],
a utilizagdo das Equacgdes (3.33) e (3.34) possibilita a obtengéo dos resul-
tados apresentados no Quadro 3.1.

No caso de previamente se pretender saber qual € o nimero de iteragdes
a efectuar, a aplicacédo da condicao (3.37) permite obter:

b-a
ln( 5 ) In1000
k= _=n =996, o que implica 10 iteragbes, coincidente

In2 In2
com o resultado apresentado no Quadro 3.1.

Quadro 3.1 — Resultados do processo iterativo (método da bissecgao).

k a,, b,, Sinal de X, Sinal de
fa.) Jx)
1 0.500000 1.000000 - 0.750000 -
2 0.750000 1.000000 - 0.875000 +
3 0.750000 0.875000 - 0.812500 -
4 0.812500 0.875000 - 0.843750 +
5 0.812500 0.843750 - 0.828125 -
6 0.828125 0.843750 - 0.835938 -
7 0.835938 0.843750 - 0.839844 -
8 0.839844 0.843750 - 0.841797 -
9 0.841797 0.843750 - 0.842773 -
10 0.842773 0.843750 - 0.843262 -

3.3.2 Método do ponto fixo

E sempre possivel transformar algebricamente de inimeras (infinitas) for-
mas a equagdo f(x) = 0 numa outra equagéo equivalente do tipo

x=g () (3.39)
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Uma solugcédo da Equacéo (3.39) é dita um ponto fixo de g, ou seja, o €
um ponto fixo de g se e s6 se a. = g (a.) (0 ponto permanece invariante
sob a transformagao g). E claro que se o é um ponto fixo de g, entdo sera
zero de f e vice-versa, ja que a Equagéo (3.39) é equivalente a f(x) = 0.

Dada uma aproximacgao inicial x,, as subsequentes aproximagdes sao
dadas por (férmula de iteracao)

Y=g ), k=12,.. (3.40)

A Figura 3.8 ilustra o significado geométrico deste processo iterativo para
dois casos com comportamentos distintos: um em que se verifica conver-
géncia, e outro em que o processo diverge.

b 4 Y

y=x g(®) y=g(x}/yzx
y=a(x) a(xg)
g(xtl) ’ l.q.‘
| ; Y
Six, ¥ Xg ; ;z Xy Xy & X
(@) (b)

Figura 3.8 — Método do ponto fixo: (a) convergente; (b) divergente.

Como foi referido, ha infinitas possibilidades de escolher g(x) a partir de
f(x) = 0. A forma geral de g(x) é:

8(x) = x = h(x) f(x) (3.41)

sendo h(x) uma funcao continua, ndo nula em [a,b]. Para diferentes, mas
apropriadas, fungdes h(x), ter-se-a diferentes fungdes de iteragdo g(x) e
diferentes métodos iterativos.

As perguntas 6bvias neste momento séo:

» Como encontrar uma fungéo g(x) adequada?

e Sob que condigdes o método é convergente?

e Com que rapidez converge?

Comece-se por tentar responder a estas questdes através da analise dos
exemplos que se seguem (Abreu e Antunes do Carmo, 2008).
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Exemplo 3.10: Fungdes de iteragdo do método do ponto fixo.

Dada a equagéo: f(x) = x* — 7x — 6 = 0, verifique que as fungbes g(x)
abaixo listadas podem ser utilizadas como funcdes de iteragdo do método
do ponto fixo:

3 3
x -6 Tx+6 2x"+6
; (b X)=—-5—, (c X)=—%5—.
7 () g2() x2 ()g3() 3x2_7

@ gx)=

Resolucao

A forma de obter as duas primeiras € imediata: no primeiro caso, h(x) =—1/7;
no segundo, A(x) = 1/x*. Em relagéo a (c), embora seja facil comprovar ser
correcta (x = g(x) < f(x) = 0), a forma como foi obtida sera melhor
compreendida posteriormente.

Exemplo 3.11: Convergéncia/divergéncia do método do ponto fixo.

A equacao utilizada no exemplo anterior pode escrever-se na forma
equivalente X’ — 7x — 6 = (x + 1) (x + 2) (x — 3), pelo que tera trés raizes
reais o, = -2, a, = —1 e a, = 3. Efectuar o processo iterativo, utilizando o
método do ponto fixo e as trés fungdes de iteracéo (g,, g,, e g,), para
determinar valores aproximados das duas raizes negativas o, = -2 e o, = —1.

Resolucao

O processo iterativo foi iniciado com x, = —-2.2 (para a raiz o, =-2) e x, =
—1.1 (no caso da raiz o, = —1).

Os Quadro 3.2 e Quadro 3.3 apresentam os resultados daquele processo.
As condi¢des de paragem utilizadas foram:

.., — x| < 10° (convergéncia)
.| > 10° (divergéncia)
Numero méaximo de iteragdes = 20

Os resultados do Exemplo 3.11 permitem concluir que as trés fungdes de
iteracdo ndo sdo igualmente bem sucedidas, originando processos iterativos
com distintos comportamentos. Ao usar g,(x), os processos sdo convergentes
tanto para o, como para a,. A fungéo g,(x) da origem a um processo divergen-
te para o, embora permita calcular o,. Pelo contrario, a fungéo g,(x)
origina um processo convergente para a raiz ¢, € nao permite calcular o, -
iniciando o célculo com o, = —1.1 (préximo da raiz a, = —1), o processo
iterativo converge para o, = -2 (i. e., diverge de a,= —1).
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Quadro 3.2 - Resultados do processo iterativo para a raiz o, = —2.

8(x)
k »-6 Tx+6 2xX°+6
= X)= R s
g1(x) 5 8, (%) ) g3(x) 32—
0 -2.20000 -2.20000 -2.20000
1 -2.37829 -1.94215 -2.03404
2 -2.77888 -2.01356 -2.00130
3 -3.92271 -1.99656 -2.00000
4 -9.48022 -2.00086 -2.00000
5 -12.25766 -1.99979
6 -2.6 E+5 -2.00005
7 -1.99999
8 -2.00000
9 -2.00000
Quadro 3.3 — Resultados do processo iterativo para a raiz o, =—1.
8(x)
X ©_6 Tx+6 253+ 6
= X)= R
2,(x) - g,(x) Z g;(x) 3
0 -1.10000 -1.10000 -1.10000
1 -1.04729 -1.40496 -0.99050
2 -1.02124 -1.94270 -0.99993
3 -1.00930 -2.01344 -1.00000
4 -1.00402 -1.99659
5 -1.00173 -2.00085
6 -1.00074 -1.99979
7 -1.00032 -2.00005
8 -1.00014 -1.99999
9 -1.00006 -2.00000
10 -1.00003 -2.00000
11 -1.00001
12 -1.00000

A explicagdo dos resultados anteriores € dada pelo seguinte teorema:

Teorema da contraccao ou do ponto fixo: se existir um intervalo fechado
I, I = [a,b] e uma funcéo g tal que:

)xElI=a=<gkx) =<b
ii) g é diferenciavel e |g’(x)| < 1, para todo x € [

entdo existe um Unico ponto fixo oo em I, e a sucessdo gerada por x, = g(x, )
converge para o. qualquer que seja a escolha do valor inicial x, em 1.
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Por outro lado, verificando-se a convergéncia, pode demonstrar-se que

L = |g'(a) 3.42
im el ') (3.42)

Consequentemente, se |g’(¢)| # 1, o método converge linearmente (p=1)
com constante de erro assimptoético C = |g’(oc)|. O resultado anterior mos-
tra que a convergéncia do método do ponto fixo sera tanto mais rapida
quanto menor o valor de |g’(oc)|. Os resultados anteriores resumem-se
esquematicamente na Figura 3.9.

Convergéncia Divergéncia
| | : >
0 — 1 2 lg' )]
velocidade de convergéncia
decrescente

Figura 3.9 - llustragéo grafica da convergéncia do método do ponto fixo.

3.3.3 Método de Newton-Raphson

O método de Newton pode ser interpretado geometricamente de forma
simples (Figura 3.10). Seja x, uma aproximagéo inicial para um zero de
f(x). Considere-se a recta tangente a f(x) no ponto de abcissa x,. Na vizi-
nhanga de x,, esta recta devera “aproximar razoavelmente” o grafico de f
(aproximacao local de uma fungao nao linear por uma funcéo linear), pelo
que o ponto de interseccao desta tangente com o eixo das abcissas de-
vera estar préoximo da raiz a.. A abcissa deste ponto sera, entdo, tomada
€COmo uma nova aproximagao, x;, para d.

Em concreto, a equacgéo da tangente a curva y=f(x) que passa pelo ponto
de abcissa x, é

y = flx) + () (= x,) (3.43)

Fazendo y = 0 na equagdo anterior, a nova aproximagao para a raiz, x,,
sera dada por

f(XO)

S (xo)
Uma forma alternativa de obter a equacéao anterior é verificar (Figura 3.10)
que tg B = flx,) / (x, — x)).

X1 Xo— (3.44)
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Figura 3.10 - llustragédo grafica do método de Newton-Raphson.

Naturalmente, o processo anterior pode ser repetido, obtendo-se uma se-
quéncia de pontos definidos por

S(xe)
= - k=12,
X, =X, ) 2, (3.45)

que corresponde a férmula iterativa do método de Newton-Raphson.

Comparando as Equacgodes (3.45) com (3.40), conclui-se que o método de
Newton-Raphson constitui um caso particular do método do ponto fixo,
com uma fungéo de iteracéo g(x) definida por

f(x)
()

A fungdo g,(x) do Exemplo 3.10 e do Exemplo 3.11, que conduziu aos
melhores resultados, pode ser obtida a partir da Equagéao (3.46). Por que
razdo tera tido aquela funcdo de iteragdo um desempenho tdo bom?
A funcdo de iteracdo g(x)do método de Newton tem duas propriedades
importantes: se o0 é umaraiz de f(x) =0 e f*(a)) # Q ou seja, se . é uma raiz
simples, entao:

g(x)=x- (3.46)

go)=a e g(a)=0 (3.47)
S(x) M%)
' 2
LF'(x)]
numerador f(a) = 0. Se efectuarmos a hipotese que f e as duas primeiras
derivadas s&o continuas, logo g' sera também continua. Como g’(a) = 0,
por continuidade de g', existird sempre um intervalo / contendo a tal que

De facto, como: g'(x) = , esta anula-se para x = ¢, pois no

lg’()| < 1, parax €1 (3.48)
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Pode-se entdo enunciar o seguinte teorema.

Teorema de convergéncia local: se f for uma fungdo continua, com
primeira e segunda derivadas também continuas, entdo a aplicagdo do
método de Newton para encontrar uma raiz simples, o, € garantida no
caso de se partir de uma aproximagcao inicial, x,, suficientemente préxima
da raiz.

Além disso, o método tem convergéncia quadratica (p = 2), pois demons-
tra-se (Pina, 1995) que:

@
oo ‘Axk—l‘z [2.7'(@0)

(3.49)

O resultado anterior explica a rapida convergéncia do método de Newton-
-Raphson no Exemplo 3.11.

Como, na pratica, a expressao “suficientemente préxima da raiz” do teo-
rema de convergéncia local ndo é facil de quantificar, é preferivel garantir
a convergéncia para um intervalo I = [a,b].

Teorema de convergéncia global (condigdes suficientes de convergén-
cia): se ffor uma fungdo continua em I = [a,b] e:

(1) fla) f(b) <O
@ fx=z0,vxel
@ f’)=00uf’(x)<0,Vxe&I

w /@
f'(@)

<(b- SO
=(b-a) ¢ f'(b)‘_(b a)

Entdo V x, € I = [a,b] a sequéncia {x,},.,, gerada pelo método de
Newton converge para a., Unico zero de fem I = [a,b].

Verificadas as condi¢des de convergéncia, embora esta esteja garantida,
independentemente da escolha do valor de x, € [a,b], o modo como se
processa é diferente quando se inicia o calculo de um lado ou do outro da
raiz (x,= a ou x,= b). Ha4 um extremo, dito extremo favoravel, que conduz
a uma sucessao de aproximagdes mondtona (convergéncia lateral para a
raiz). Geometricamente, corresponde ao extremo que fica no lado convexo
da curva, ou seja, que satisfaz:

f) £ () > 0 (3.50)
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3.3.4 Método da secante

Uma alternativa ao método de Newton utilizado, por exemplo, se a derivada
da fungéo f ndo puder ser calculada explicitamente, ou se o respectivo
célculo envolve consideravel esforgco computacional, € o chamado método
da secante.

Uma estimativa de f’(x,) consegue-se pela expresséo

- S(xp)= fxpy)

Xp = Xp

) (3.51)

que corresponde, em termos gréaficos, a aproximar localmente a curva y = f(x)
por uma sua secante (ver Figura 3.11). Substituindo a expressao anterior

b
na féormula iterativa x, ,, = x, - f'( o) do método de Newton-Raphson,
F()
obtém-se
Y = X
Xpo =%, - fx )l —————L | k=12, (3.52)
: S - ()

que constitui a férmula iterativa do método da secante.

Y & y= f(x)

— 0 x; X, X, X X

Figura 3.11 — llustragédo grafica do método da secante.

Este método necessita de duas aproximacgoes iniciais: x, e x, (férmula de
iteragdo de dois pontos, x,,, = g(x,,x.,), k= 1,2,...), embora efectue apenas
uma avaliagdo da fungdo em cada passo do processo iterativo (0 método de
Newton-Raphson requer avaliagao da fungéo e da derivada). O preco a pagar
pela aproximag&do numérica da derivada é que a convergéncia deixa de ser
quadrética passando apenas a ser supralinear, ja que p = (1 + \ﬁ5)/2 ~1.618
(Pina, 1995).
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3.4 Aproximacao de fungcoes

Até ao momento analisou-se o problema de aproximar nimeros (zeros de
uma fungéo). Considera-se agora o problema de aproximar fungdes. Exis-
tem varias maneiras através das quais uma fungao continua pode ser re-
presentada de forma aproximada por um conjunto finito de valores. A mais
6bvia é através de um conjunto de pontos (amostras), e sera esta a repre-
sentacdo assumida nesta secg¢do. No entanto, é importante assinalar que
existem outras alternativas (geralmente mais complicadas, mas as vezes
com vantagens significativas). A forma pela qual a fungéo é representada
afecta o modo como posteriormente as derivadas e os integrais poderao
ser aproximados.

3.4.1 Interpolacao polinomial

O método mais comum e de mais facil implementagao (embora nem sem-
pre o mais efectivo) para aproximar fungoes é a interpolagdo polinomial.
Matematicamente, o problema da interpolagdo polinomial formula-se do
seguinte modo: seja f uma fungéo definida num intervalo [a,b], através de
um conjunto de n + 1 pares ordenados (x,, y) {i =0,1,...,n} - suporte da
interpolacéo; pretende-se aproximar f por um polinémio p,(x) de grau < n
que verifique as n + 1 condicdes:

px)=fx)=y,i=0,1,..n (3.53)

Os valores x; sdo chamados pontos ou nds da interpolagéao e os valores
v, = f(x) os valores interpolados. Aqui a informacdo que possuimos da
funcdo ndo esta concentrada num ponto, como sucede com os polino-
mios de Taylor (aproximag&o local). Embora o polinémio p,(x) seja Unico,
como veremos, pode ser expresso de varias formas. A mais directa é
através de uma série de poténcias (forma de poténcias simples)

px)=a,+a, x+a, ¥ +...+a,x" (3.54)

com coeficientes arbitrarios a,, 0 = i = n. A condicéo (3.53), que obriga o
polindmio a passar nos varios pontos (x;, y;), conduz a um sistema linear
de n + 1 equacées para calcular as n + 1 incognitas (coeficientes a).

n
{ao +a1 X0 +...+an X0 =y0

Jao"‘al Xp+e+a, x =y (3.55)

n
dg+dy xp, +...+d, x, =yn
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Demonstra-se que o determinante do sistema de equacgdes (3.55), conhe-
n

cido como determinante de Vandermonde, dado por A= ] (x,-x;),
i,7=0
J>i
nunca se anula se os x; forem distintos (x, # x; para i # j). Logo, o sistema
anterior tem solugéo Unica, ou seja, existe um Unico polinémio p,(x) que

reproduz exactamente f(x) nos pontos x, i =0,1,... 1.

Para conhecer o polinémio p,(x), bastara entdo resolver o sistema de
equacgoes (3.55). No entanto, existem duas desvantagens que ndo tornam
recomendavel seguir computacionalmente esta via de resolugéo do pro-
blema. Por um lado, a resolugéo do sistema (3.55), sobretudo se o nime-
ro de pontos for apreciavel, € um problema mal condicionado. Por outro,
trata-se de um processo de calculo pouco eficiente. E possivel obter o
polinémio interpolador com menos operacdes aritméticas.

3.4.1.1 Formula interpoladora de Lagrange

Em alternativa a Equagéo (3.54), o polinébmio pode escrever-se na forma
P, =y, lo(X)+y, () +...+y, [,(x)= Zyk 7, (x) (3.56)
=0

(forma de ordenadas ou polindmio interpolador de Lagrange), na qual
cada [,(x), 0 = k = n é um polinémio de grau menor ou igual a n. Estes
polindbmios sdo os polindmios base de Lagrange associados aos nés: x,,

X, ..., X,. Para cada valor fixo de i, imp&e-se a condi¢éo (3.53): p,(x) =

f(x) = y. Esta sera certamente satisfeita se os /,(x) verificarem a relagéo:
1 se k=i

L (%) =0, = . 8.57)
0 se k=i

Ou seja, o polinémio base de Lagrange /,(x) anula-se em todos os nds
excepto no no x,, no qual assume o valor 1. Como [,(x) tem grau < n,
devera ser da forma

LW)=Clx—x) (x—x)...x=x.) (x—x,)... (x=2x) (3.58)

para se anular em todos os nds, excepto em x,. Por outro lado, para que
l.(x) = 1, a constante C deve verificar

C= ! (3.59)

(xp = xp) (rp =x7) o (0 =3 ) (0 = xp4p) o (3, — X))
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Consequentemente,

(r-x) x-x). x-x ) -x, ). (x-x,)

(e =xo) (=2 =X ) (=X ) (v — xy,)

L(x)=

(3.60)

As Equacoées (3.56) e (3.60) definem a férmula de Lagrange para o calculo
do polinébmio interpolador.

Exemplo 3.12: Polinémio interpolador de Lagrange.

Para o célculo do amortecimento de onda de cheia numa albufeira, é ne-
cessario conhecer a curva V = f(Z), volume armazenado-cota da albufeira.
Determinar, através da formula de Lagrange, o polindmio interpolador
com base nos seguintes trés pontos de V = f(Z).

x=Z (m) 110 120 130
y=V (hm) 215 510 935
Resolucao

Como o numero de pontos é n + 1 = 3, o polindmio sera, no maximo, de
grau 2, V = p,(Z) = p,(x). A partir dos dados da tabela constroem-se os
polinémios base de Lagrange (Equacao 3.60)

I (x)= (x-x)(x-x)  (x-120)(x-130) _x2—250x+15600
O (k=1 (xg —x,)  (110-120)x(110-130) 200

(oo mR)mm) _ (110)(x-130) 2 -2405+14300
1 (x=x0)(x—x)  (120-110)x(120-130) -100

(x=xp)(x-x)  (x-110)(x-120) _x2—230x+13200
(x3-x0) (x5, —-x) (130-110)x(130-120) 200

L(x)=

que, substituidos em (3.56), permitem obter o polindmio

2 2
-250x+ -24 4
V= py(x) 215x(x 50x 15600] SIOX(X Ox+1 300]

200 -100

%2 -230x+13200

+935x
200

] =0.65x%-120x + 5550
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Apesar da sua simplicidade, a férmula de Lagrange pode nao ser a repre-
sentagdo mais conveniente do polindmio interpolador, fundamentalmente
pelas seguintes razodes:

— € possivel obter o polindmio interpolador com menos operagdes aritme-
ticas (menor esforgco computacional) que as requeridas por esta formula;

— os polinémios de Lagrange encontram-se associados a um conjunto de
nds; uma mudanca de localizagdo ou de numero destes implica refazer
totalmente o calculo do polinémio.

3.4.1.2 Formula interpoladora de Newton

O polinébmio interpolador poderda também ser expresso na designada
forma de Newton:

pn(x) =b0 +bl (x _xo) + b2 (x_ xo) (x - xl) +...+ (361)
+b, (x—x))(x-x)...(x-x,)

em que os b,, 0 = i = n sdo os coeficientes a determinar. Esta formulacéo

permite evitar os inconvenientes apontados a forma de Lagrange, dando

resposta nomeadamente a seguinte questéo: dado o polinémio p,,(x) que

interpola f nos diferentes nés {x.}, i = 0,1...., n-1, que fungéo é neces-
sério somar a p, ,(x) para obter p,(x)?

Os coeficientes b, 0 < i < n véo ser determinados de modo que p,(x)
interpole os valores nodais y, nos distintos nds x;, ou seja,

px) = flx), p.(x) = fx)..... p.x,) = flx) (3.62)
Por exemplo, para x = x,, vem: f(x,) = b,

De forma analoga, calculando p,(x) para x = x,, vem:

_ SO = f(x,)

f(x1)=b0+bl(x1 _xo) = b=

X =%
Para se determinar b,, basta considerar x = x, na Equacao (3.61) e utilizar
pilx,) = flx,).

Assim, f(x,) = b, + b, + (x, — x,) + b, (x, — x,) (x, — x,) que, apds alguma
manipulagéo algébrica, conduz a:

Je)-f () f(x)-F (%)

X% X1—%

by =
Xy =Xy
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Prosseguindo de forma idéntica, pode verificar-se que os coeficientes b,
do polinémio interpolador p,(x) sdo dados indutivamente por

bk =f[x0,x1,... xk]= f[xl>x2>"'>xk]_f[x0>xl>"'>xk—l] (363)
X —Xg

em que b, = f|x,, x,,..., X;] & a denominada diferencga dividida de ordem

k de frelativamente aos k+1 nés distintos: x,,x,,...,X,. Entdo, o polindmio

(8.61) obtém-se calculando um conjunto de quantidades, denominadas

diferencas divididas, de acordo com o seguinte quadro:

Quadro 3.4 - Diferencas finitas divididas (notagéo e definigéo).

Ordem Notagao Definigao
’ f ol £)
STx1- f1x]
1 STxox1] JIMI~ JiXol
X~ X
X, X% | — Xgs X
2 JSxox1x2] ST, %] = fTxp, %]
X, — X,
X193 X9, X5 | — X, Xy, X
3 S xox1,%2,%3] STx,%, %51 = fXg5 X1, %]
X, = X,
Xy, X gy X ] = X0 X0 ey X,
n F[X0X1,%250 00 Xie1,%n] ST, % 1= X9, % o1
X, = X,

Nestas condigdes, com a notacado de diferengas divididas, o polindbmio
interpolador de Newton de grau n, p,(x) assume a forma:

P, (%)= flxo ]+ (x =x) fTxg,x ]+ (= x0) (x = x;) fTxg, %, %, ] +

(3.64)
tot(x=-x)(x=-x) .. (x=x,) flxo.%,...x, ]
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As diferencas divididas sdo usualmente calculadas através de uma tabela
de diferengas divididas como a que se indica no Quadro 3.5.

Quadro 3.5 - Tabela de diferengas divididas.

X Sl fil] fl] fil]
Xy flx]
flxex]
fivl< Jlxex,x,]
f[xl,xz]\ flxgx,x,,x]
X, Slx,] f[x,,xz,x3|
flx,,x,] Slx,x,,x5,x,]

X, flx,] I, x,, x4
el

Slx,]
X f['xn—l]

flxx,]
x, Slx,]

Se os valores nodais corresponderem a uma fungdo f que admite deriva-
das continuas até a ordem n, é possivel estabelecer uma ligagéo impor-
tante entre a diferencga dividida de ordem n e a derivada da mesma ordem
da funcéo f (Carnahan et al., 1969):

@)

n!

f[xo’xl""’xn]= » & cm (xo,xl,...,xn) (365)

Observe-se que, no caso particular n = 1, este resultado reduz-se ao
teorema do valor médio:

S )= f(xp)

X1 =X

= f'(&), &em (xy,x) (3.66)
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Exemplo 3.13: Polindmio interpolador de Newton.

Calcular, através da forma de Newton, o polinébmio interpolador da fungéao
V = f{Z) correspondentes aos dados do Exemplo 3.12.

Resolucao

De acordo com a Equagéo (3.64), o polinémio de grau 2 é dado por:
Pz(x) :f[xo] + (X —.X2) f[xm xl] + (X _xo) (X _xl)f[xor X1 xz]

Calculando as diferencgas divididas a partir da tabela:

x ftx) Sl Sl
110 215
29.5
120 510 0.65
425
130 935
obtém-se:

V=p,x) =215+ (x - 110) x 29.5 + (x — 110) x (x — 120) x 0.65 =
= 0.65x* — 120x + 5550

que coincide com o polindmio ja obtido pela férmula de Lagrange no
Exemplo 3.12.

3.4.1.3 Erro da interpolacéo

O polinémio interpolador p,(x) verifica p,(x) = f(x) para i = 0,1,...,n.
Interessa saber se p,(x) se “afasta” muito de f(x) quando x # x.. E facil
verificar que R,(x) é dado por:

R(x) = (x —x5) (x —x) ... (x=x,)f[x, x5, Xp50.0X,] (3.67)

ou, de forma equivalente, introduzindo a Equagao (3.65), com EE(x, x,, X,,...,x,):

(n+1)
R,(x)=(x-x)(x-x)...(x-x,) S ©) (3.68)

(n+1)!
E evidente que a equacgdo anterior ndo pode ser utilizada para calcular o
valor exacto do erro R,(x), visto que E ¢ em geral desconhecido (excepto
o0 caso em que a derivada de ordem n + 1 de f{x) é uma constante). No en-
tanto, da Equacédo (3.68) consegue-se obter um majorante do erro
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h (3.69)

Ry 00) =[x )e =), =) 2o

com M, =max

a<x<b

@)

O produto |(x —x;,) (x —x,)...(x - x,)| tende a crescer quando x se aproxima
dos extremos do intervalo de interpolagcéo e cresce muito rapidamente a
medida que x se afasta de [a,b] (extrapolagéo). Existem fungbes para as
quais a interpolacdo num nuimero crescente de pontos ndo produz neces-
sariamente uma sequéncia de polindmios convergindo de forma uniforme
para f (o polindmio interpolador pode ndo tender para a fungéo interpola-
da quando n — o). Um exemplo classico € a chamada fungao de Runge

Fo)=—t

1+x
de espacamento £, verifica-se que, quando o grau do polinémio interpolador

aumenta (menor espagamento entre os nds), este assume oscilagbes
cada vez mais acentuadas. A Figura 3.12 ilustra este fendmeno para n =
8 (h=1.25).

5 - Supondo o dominio de interpolagéo [-5,5] e nés equidistantes

05

-0.5

Figura 3.12 - llustracéo grafica das oscilagoes experimentadas
por um polinémio p,(x) ao interpolar a fungdo de Runge.

3.4.2 Aproximacao. Método dos minimos quadrados

Na seccgao anterior (interpolagao) abordou-se uma forma de lidar com fun-
¢oes matematicas definidas através de uma tabela de valores. No entanto,
frequentemente, estas tabelas sdo obtidas com base em valores medi-
dos, os quais podem estar contaminados por erros experimentais ineren-
tes a imprecisdo do método utilizado. Quando os valores tabelados néo
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sdo “exactos”, ndo é razoavel utilizar interpolagédo, ou seja, exigir que a
funcao aproximante satisfaca exactamente os dados. Em vez de se recor-
rer a um polinémio que passe por todos os pontos (x,, y), i = 1,2, ..., m,
a melhor abordagem sera fazer passar a fungdo aproximante, g(x), o
“mais proximo” possivel dos pontos (x;, y).

Para ilustrar o problema, considere-se uma série de dados (x yi), i=12,...,m,
onde cada y, aproxima o valor de uma fungéo f no ponto x; (considere-se,
como exemplo, a curva de vazdo numa seccdo de um curso de agua,
onde x representa o caudal e y a altura de agua). No plano cartesiano,
estes m pontos originam uma “nuvem de pontos” (Figura 3.13) que, em
principio, apresentara uma determinada “tendéncia”.

No caso de a relag&o funcional y = f(x) ser completamente desconhecida, a
sua forma podera ser sugerida pela representacao grafica dos dados,
consistindo o problema na procura da curva y = g(x) que melhor se ajuste,
num dado sentido, a “nuvem de pontos” observada. Tal decisdo exige
alguma pratica e € muitas vezes uma questdo de bom senso. Nestas con-
digdes, a fungéo g(x) diz-se uma aproximacéo da relagéo funcional des-
conhecida y = f(x). Noutros casos, a teoria em que a experiéncia se ba-
seia pode sugerir, ou mesmo fixar, o tipo de relacdo existente entre as
variaveis (recta, exponencial, sinusoidal, ...).

Y A y=g(x)=g(xr A-]_ r }Vz AL }'-n)

X1 X Xii1 o % Xm-1 Xm X

Figura 3.13 — Curva de tendéncia de um conjunto de pontos.

Uma vez decidido o tipo de fungéo g(x) a utilizar, a respectiva definigdo
matematica dependera de um certo nimero de parametros, i. e., g(x) = g
(x; Ay, Ay...,)). Coloca-se entdo a questdo de definir um critério que
permita a determinacdo dos parametros A, A,,...,A,.
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3.4.2.1 O critério dos minimos quadrados

Dadas as coordenadas (x;, y), {i =1,...,m, do conjunto dos m pontos aos
quais se pretende ajustar a fungéo y = g(x), define-se o desvio (residuo)
na abcissa x; como a diferenga entre o valor tabelado e o correspondente
valor da fungdo de ajustamento

o, = Yi— g(xi) (3.70)

Geometricamente, §, mede a distancia vertical desde o ponto P(x;, y,) ao
gréfico da funcéo aproximante g(x), como mostra a Figura 3.13.

Podera ser intuitivo afirmar que “a fungdo que melhor se ajusta aos pon-
tos dados sera aquela que minimiza a soma dos desvios 0, de cada ponto
observado (x;, ¥ & dita fungdo”, ou seja, fazer com que:

251- = E:[yi—g(xi)] 3.71)

seja minimo. Suponhamos, no entanto, que temos apenas dois pontos (1 = 2)
como se ilustra na Figura 3.14(a). Se pensarmos em g(x) como uma recta
daforma: y = a x + b entdo, naturalmente, a “melhor” recta é a que passa
através de ambos os pontos porque para aquela recta o somatério (3.71)
€ zero. No entanto, para a recta a tracejado representada na Figura
3.14(a), a soma dos desvios € também nula, ja que os dois desvios sdo
iguais em modulo, mas de sinais contrarios (d, negativo e 0, positivo).

Figura 3.14 — Definicao do critério de ajuste para o caso de uma recta.
(a) Critério de minimizar a soma dos desvios;
(b) Critério de minimizar a soma dos moédulos dos desvios.

Um refinamento do critério anterior, para evitar o anulamento da soma de
desvios simétricos, consiste em minimizar a soma dos moédulos dos des-
vios. Este critério € também inadequado, como se exemplifica no caso
dos trés pontos ilustrado na Figura 3.14(b). Considere-se a hipotese de
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dois dos trés pontos terem a mesma abcissa x (isto ndo é uma situagao
anormal, ja que muitas vezes os experimentos sao duplicados). A “melhor”
recta passara obviamente através da média dos experimentos duplica-
dos. No entanto, qualquer linha que se encontre entre as linhas a tracejado
ter4d a mesma soma dos médulos dos desvios. Este resultado ambiguo
desaconselha a utilizagéo do critério.

Uma forma simples de aproveitar a ideia anterior é substituir o médulo
dos desvios pelo quadrado dos desvios. Ou seja, a “melhor” fungéo g(x)
sera aquela que minimizar o somatério do quadrado dos desvios, i. e.,
minimizar a fungao:

E-= 21 (6,) = El [y,-g()]1? 3.72)

Este critério é designado por critério dos minimos quadrados.

Com vista & sua aplicagdo para ajustamento de uma fungéo g(x), ha que
analisar, em primeiro lugar, 0 caso mais simples que corresponde a
existéncia de uma relagao linear entre y e x.

3.4.2.2 Regressao linear

O ajustamento por uma recta corresponde a um caso particular de uma
fungdo de dois parametros g(x) = g(x; A,, A,) ou, na forma mais habitual,
g(x) = glx; a, b) = a x +b. A aplicagdo do critério dos minimos quadrados
corresponde a afirmacdo de que a “melhor” recta é aquela cujos parame-
tros a e b minimizam a fungao:

E(ab)= E 5% = E [y, -@ax,+b)] (3.73)
i=l i=1

Para ocorrer um minimo, é necessario que (condi¢des de 1.2 ordem):
oF 0 -~
—=O©—E[ v, —(ax, +b)]° E yv,—ax,-b)(-x;)=0

i=1 i=1

[E=O©i§[yl—(ax +b)]? —22(}/ —ax;,-b)x(-1)=0

Obtém-se desta forma um sistema linear de duas equagdes a duas in-
cégnitas (a e b), que permite a determinacéo dos coeficientes da vulgar-
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mente designada recta de regressdo. O desenvolvimento do sistema an-
terior permite escrever:

= = = (3.74)

denominado sistema normal. Os valores de a e b, solugdo Unica do
sistema normal, sdo dados por:

>—: b= 5 (3.75)

O denominador destas expressdes apenas se anula quando todos os Xx;
forem iguais. Entdo, sempre que entre os valores tabelados existirem dois
ou mais valores distintos de x,, a solugao existe e é unica.

Exemplo 3.14: Regressao linear.

Considere os pontos (x;, y,) apresentados nas duas primeiras colunas do
Quadro 3.6, que representam valores da precipitagédo anual, P (mm), e do
escoamento anual, R (mm), numa dada bacia. Para determinar a recta de
regressdo, completou-se o Quadro 3.6 de forma a calcular os varios
termos das equagdes normais (3.75).

As equagdes normais (3.75) permitem assim obter:

g 10x2568140-9150x2551

~0.795
10x8666500 — 91507

b 8666500x2551-9150x2568140

~—472
10x8666500 — 9150

A recta de regressédo y = 0.795 x—472 estéa representada, conjuntamente
com os pontos dados, na Figura 3.15.
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Quadro 3.6 — Exemplo de regressao linear.

x, =P, (mm) y, =R, (mm) x;? X, y;
610 10 327100 6100
720 95 518400 68400
810 190 656100 153900
850 205 722500 174250
880 237 774400 208560
920 232 846400 213440
970 312 940900 302640
1080 355 1166400 383400
1130 445 1276900 502850
1180 470 1392400 554600

S = 9150 S = 2551 S = 8666500 S = 2568140

500

g R=0.795P - 472

% 400

i

-

o }

Z 300

o

=~

g

g 20

-

o

[&]

2 100

1]
500 600 700 800 200 1000 1100 1200

Figura 3.15 — Regresséo linear do escoamento e precipitagdo anuais.

3.4.2.3 Modelo geral de dois parametros

Para generalizar a aplicagdo do método dos minimos quadrados a qual-
quer fungéo g(x), considere-se o caso de g(x) depender de dois parame-
tros, a. e B (A, = a; A, = B). As equagdes normais escrevem-se:

d d
com
E(g)=Y [y;-gt)T’ @.77)
=1
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O desenvolvimento do sistema de equacgdes (3.76) permite obter duas
situacdes distintas em face da escolha efectuada para g(x).

* Situacdo 1: A fungdo g(x) pode expressar-se na forma

gk) = acilx) + B exv) (3.78)

i. e., como um modelo linear de dois parametros, do qual a regressao
linear € um caso particular (c,(x) = x e ¢,(x) = 1). O modelo matematico
(3.78) é, do ponto de vista do método dos minimos quadrados, conside-
rado um modelo linear do sistema real dado os parametros o. e 3 apare-
cerem linearmente combinados (embora as fungdes ¢,(x) = x e ¢,(x) pos-
sam ser nao lineares). Nesta situagdo, o sistema normal é, tal como no
caso da recta, um sistema linear 2x2 em o e f3. De facto, quando uma
fungdo g(x) na forma (3.78) se substitui na Equagéo (3.77), as equagdes
normais (3.76) convertem-se no sistema linear

m m m

l[ a E Cl(ll) Cl(xl) + ﬁ E cl(xx) ) (x1) 2 9] (x1) i
| (3.79)

m m

Cz(xn) alx)+p z ey (xi) ez (xp) = E e (xi) ¥,

ou, alternativamente, em forma matricial, em que > representa o soma-
m

torio E

=1

[ Zatratn Yatew)] H= [ 2at) ]
Bl

lzcz(xz)q(xf) Ecz(x,-)cz(x,)J Ecz(xi)le (3.80)

Resumindo: as equagdes normais de qualquer modelo linear de dois pa-
rametros dado pela Equacéo (3.78) conduzem ao sistema linear 2x2
(Equagao 3.79), para determinar o vector de parametros dos minimos
quadrados o e (3. Uma vez determinados o e f3, a soma dos quadrados
dos desvios (3.77) podera ser calculada através da expressao simplificada:

n

E@)=3 v -[e Se @y B Sew 3.81)
=1

i=1 i=1

CALCULO NUMERICO

85



86

g(x)=

Exemplo 3.15: Modelo linear de dois parametros.

Um ensaio de infiltragdo permitiu obter o conjunto de pontos:

x, =1, (min) 5 10 20 40 80 160

y, =f, (cm/h) 10.8 8.4 4,8 3.3 2.4 1.9

o
Ajustar os dados a uma hipérbole do tipo g(x)=—+ e determinar o
somatério do quadrado dos desvios. X

Resolucao
a
A hipérbole g(x)=;+[3’ € um modelo linear de dois parametros da

forma (3.78), com ¢, = 1/x e ¢, = 1. Assim, o sistema de equacgdes (3.79)
escreve-se:

[ 273 63 ] [a} 3.364625
‘5120 160 [ ll

{160 J B l[ 3164 |

uma vez que:

6 273

=31.64, =3.364625
EIX, 160" Ey’ ’ Ex,Z 5120 &,
Da resolucgéo do sistema obtém-se: o = 46.856 e 3 = 2.1846. Logo,
46.856 46.856

+2.1846

+2.1846 = f(1)=

A soma do quadrado dos desvios pode ser calculada com a Equacao (3.81),
E(g)=230.5- (46.965x3.364625 +2. 1846x31.64)==3.36
e Situagcdo 2: Ndo ¢ possivel expressar a fungdo g(x) na forma g(x) = o

¢,(x) + P c,(x). Neste caso, o sistema 2x2 passara a ser um sistema nio
linear, como se ilustra com o seguinte exemplo.

Exemplo 3.16: Modelo néo linear.

Mostrar que no caso de um modelo de tipo exponencial, como é, por
exemplo, o modelo tipico da curva de esgotamento das reservas subter-
raneas, caracterizado por g(x) = a e *, o sistema (3.76) ndo sera linear.

HIDROLOGIA URBANA - CONCEITOS BASICOS



Resolucao

A fungdo g(x) = a e ™ ndo € um modelo linear (ndo é soma “ponderada”

de duas fungdes que seja possivel expressar como g(x) = a ¢,(x) + P c,(x).

A substituicdo de g(x) na Equacéo (3.77) conduz ao problema de minimi-
m

zar a fungdo L (a,fB) = E [y,-a b ]2, que, por sua vez, conduz ao

i=1
sistema:

2—§=22(yi—aeﬁxi) a%(yi—aeﬁxf)=2 1251 (oc P —yl-)e’gxi=0

%=2 2 (yl-—oz eﬁxi)%(yi—ﬁ eﬁxi)=2oclzil (oc P —yl.)x,- ePri=0

ou, ainda:
m m
28 x; .
aE e sz_Eyl_ P
i=1 i=1
1 m m

aExiezﬁxi—Exiyieﬁxi =0

i=1 i=1

Trata-se de um sistema 2x2 no linear nas variaveis o e [3 que ndo tem,
regra geral, solucdo analitica.

3.4.2.4 Linearizacdo

O exemplo anterior permitiu verificar as dificuldades adicionais na resolu-
céo do problema quando o modelo g(x) é néo linear. Com o objectivo de
contornar estas dificuldades adopta-se, por vezes, uma técnica de linea-
rizagao do problema. E importante observar que os parametros assim ob-
tidos (linearizagdo) ndo sao éptimos, de acordo com o critério dos minimos
quadrados. Isto porque se ajusta o problema linearizado e n&o o original.
No entanto, em termos praticos, as duas solugdes sao, de modo geral,
muito préximas.

Exemplo 3.17: Linearizagdo de um modelo nao linear.

Linearize y = a. x* e efectue o seu ajuste aos cinco pontos do Exemplo 3.16.

Resolucao

Para esta fungdo em particular, a linearizacéo consiste em logaritmizar
ambos os membros de y = o x’ e observar que:
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B

y=ax" < lgy=[5@4x+l_ga S VY=aX+b
Y X b

com:Y=Iny, X=Inx,a=pBeb =1Ina

Os pontos transformados (X, Y) = (In x, In y) s&o:

In x, 1.609 2.303 2.996 3.689 4.382 5.075

Iny, 2.380 2.128 1.569 1.194 0.875 0.642

As equacodes normais (3.80) para ajustar estes dados transformados podem
escrever-se Como:

a

b

[

8.788

75.434 20.054
20.054 6

E a solugdo é: a = — 0.5285 ¢ b = 3.2310. Como a. = 3 e b = Ina, os
parametros de g(x) sdo: a = ¢’ = 25.3052 ¢ B = a = —0.5285 pelo que:

g(1) = 25.31 x *25 = £(f) = 2531105

O valor E(g) = 1.11 permite concluir que esta equagao ajusta melhor os
dados que a hipérbole do Exemplo 3.15, como se verifica na Figura 3.16.

Capacidade de infiltracgio, f [em/h]

£=2531 ¢ 05785

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Tempo, t [min]

Figura 3.16 — Ajuste dos valores de um ensaio de infiltracdo.
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O Quadro 3.7 ilustra outros exemplos de linearizagéo de fungdes.

Quadro 3.7 — Exemplos de linearizagdo de alguns modelos néo lineares.

. Forma linear
i y =gi(x) Y=aX+b X=|Y=|a=|b-=
1 y=aef* Iny=fx+Ina by Iny 8 Ina
a 1 a 1 a
2 y = y=—7Xxy +— Xy y - —
P+x p p B | B
ax y y y
3 y = y=-p—+a — -B a
B+x X X
Nota: Um eventual ponto (0,0) deve ser eliminado do conjunto de dados antes de
utilizar as fungdes g,(x) e g,(x) (ver colunas X=e Y =).

3.5 Diferenciacao e integracdo numeéricas

Para a resolugdo de muitos problemas, é necessario obter os valores das
derivadas (integrais) de uma fungdo sem recorrer a sua expressao analiti-
ca, por esta ndo ser conhecida (caso, por exemplo, de fungdes dadas por
pontos), ou ser demasiado complicada. Nestas situagdes, € conveniente
dispor de técnicas alternativas a derivagao analitica. Tais técnicas séo
genericamente denominadas de diferenciagdo numérica.

Embora analiticamente a integragao seja um problema muito mais com-
plexo do que a derivagao, a nivel numérico as coisas séo distintas. De facto,
a derivacdo é numericamente instavel ja que pequenas modificacdes na
funcéo a derivar podem produzir variagdes drasticas no valor da sua
derivada, ndo se passando o mesmo na integracéo. Dado o alcance deste
curso, vamos apenas introduzir o tema e mostrar, com um exemplo sim-
ples, as dificuldades que podem surgir.

3.5.1 Aproximacao de derivadas por diferencas finitas

O problema da diferenciagdo numérica pode colocar-se da seguinte forma:
encontrar estimativas para a derivada de uma fungdo usando apenas
valores funcionais num conjunto discreto de pontos. Uma solugéo sim-
ples consiste em reconstruir a funcéo através de uma aproximacéo local
(polinémio de Taylor) ou funcéo interpoladora e, posteriormente, calcular
de forma analitica a respectiva derivada (os polinémios, sendo de facil de-
rivagdo, sdo bons candidatos), esperando assim obter uma aproximagéo
suficientemente boa.
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Como se verificou na secgao 3.2.3, a série de Taylor permite relacionar
valores da fungéo f(x) e respectivas derivadas, num ponto x, com valores
dessa mesma fungdo numa vizinhanga de x, seja f(x+h).

oo

f(x+h)=f(x)+hf'(x)+]72—!f”(x)+ =E %f(”) (x)  (3.82)

n=0

Truncando a série apds as duas primeiras parcelas do 2.° membro,
obtemos o polinédmio de Taylor de grau 1 com resto:

Fx+h)= F(x)+h f'(x)+O(H*) (3.83)

onde O(?) (leia-se “da ordem h*”) pretende ilustrar o facto de o erro de
truncatura do desenvolvimento em série de Taylor ser proporcional a i
Com base na Equacao (3.83), € possivel definir uma aproximacéao da deri-
vada de f'em x (Figura 3.17), conhecida por diferenca finita progressiva de
1.2 ordem.

fieo=LEEEIE L o

(3.84)

De acordo com a Figura 3.17, a derivada é aproximada pelo declive da
recta que une os pontos de f de abcissas x e x + h. Esta expressao
recorda a prépria definicio de derivada de uma fungdo num ponto

fx+h) - F(x)
h

/(%) = lim

h—=0
h—0 . Poder-se-a entdo pensar que, quanto menor for i, mais precisa a
aproximagado da derivada (3.84). Tal ndo ocorre sempre, como se de-
monstra com o Exemplo 3.18, no final da presente secgéao.

, da qual se diferencia unicamente no limite

f(x)a ) aproxima:q;ﬁo
d:;l;;:a . -~ Pprogressiva
M

= (x)

\
aproximacio

/

aproximacio cenirada
regressiva
e h i h *
x-h X x+h %

Figura 3.17 - llustragdo grafica da aproximacao da primeira derivada.
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De forma idéntica ao caso anterior, sendo i < 0 vem
fle=h) =fx) = h f’(x) + O(R) (3.85)

que, seguindo o mesmo procedimento, conduz a uma aproximagdo da
derivada conhecida por diferenca finita regressiva de 1.2 ordem

fR=SCE=1 | oo
h

f'(x) = (3.86)

As duas formas do polinémio de Taylor de grau 2 com resto, ou seja:

f(X+h)=f(X)+hf'(X)+h7f”(X)+0(h3) (3.87)
e
f(x—h)=f(X)—hf'(X)+h7f"(X)+0(h3) (3.88)

permitem, se se subtrair a primeira a segunda, obter a denominada dife-
rencga finita centrada de 2.% ordem

feam=fG=h) | 0
2h

f(x) = (3.89)

Sendo uma diferenca de 2.2 ordem, quando £ diminui, o erro (de truncatu-
ra) decresce mais rapidamente do que nas aproximagdes ndo centradas.

De modo analogo a forma como se obtiveram as férmulas de diferencas
que aproximam o valor da primeira derivada num ponto, conseguem-se ex-
pressdes que aproximem derivadas de ordem superior (Chapra e
Canale,1990; Conte e de Boor, 1981). Assim, por exemplo, somando os dois
polindmios de Taylor de grau 2 com resto (equagdes 3.87 e 3.88) obtém-se:

Pty - LEDZ2 W TG )

uma férmula de diferencas finitas centrada para aproximar a segunda
derivada da fungéo fem x.

(3.90)

Exemplo 3.18: Aproximagao numérica de uma derivada.

Suponha-se que se pretende aproximar a primeira derivada de uma dada
funcao f(x), téo rigorosamente quanto possivel, utilizando a diferenga finita
progressiva de 1.2 ordem (Equagao 3.84). A definicdo de derivada sugere
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A

que o quociente W pode aproximar f’(x), se existe, quando h—0.

No entanto, ndo é provavel que suceda se os calculos se realizarem num
computador, a ndo ser que f’(x) seja zero. Para o confirmar, suponha-se
que se quer calcular a derivada da fungéo f(x) = sin x em x = 1.

Resolucao

A solugéo analitica do problema é f’(x) = cos x, pelo que /(1) = cos 1 =
0.54030. A solugao numérica, utilizando a aproximacao (3.84), é dada por

AF _ sin(l + /) —sin(l)  Galculando num computador, em simples preci-

h h
sdo, os valores deste quociente para valores de x sucessivamente de-

crescentes, obtém-se:

h L Erro= f'(1) - &
h h

0.1 0.49736 0.042938
0.01 0.53609 0.004212
0.001 0.53996 0.000344
0.0001 0.54061 -0.000312
0.00001 0.54240 -0.002100
0.000001 0.53644 0.003860
0.000000001 0.0 0.540300

Por que razdo é que a aproximacdo nio se torna mais exacta quando
se aproxima de zero? Com efeito, na Equacao (3.84), a derivada é apro-
ximada através de um quociente do qual se pretende que o denominador
seja muito pequeno. Sendo & pequeno, cabe esperar que f(x+5h) e f(x)
sejam préximos entre si, pelo que, como se observou na secgéo 3.2.2.4,
ao subtrai-los, efectuando os calculos com preciséao finita, se produz o efeito
do cancelamento subtractivo. O erro de arredondamento produzido, por
sua vez, amplifica-se quando se divide por . Uma vez iniciado o cance-
lamento subtractivo, as diminuicdes sucessivas de /1 fazem com que x + &
se arredonde a x ou f(x+4) e f(x) coincidam com a precisdo da maquina,
pelo que se obtém um quociente nulo.

A concluséo a extrair do exemplo anterior € que o erro total cometido no
calculo da derivada € composto por duas partes distintas: uma prove-
niente da formula de diferencas finitas que é proporcional a /; outra resul-
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tante dos erros de arredondamento. Dever-se-a encontrar entdo um valor
de h de compromisso que seja suficientemente pequeno para minimizar
o erro de truncatura O(h), na Equacéo (3.84), mas ndo demasiado pequeno
de forma a que os erros de arredondamento se amplifiquem.

3.5.2 Integracao numérica

Se uma fungéo f(x) é continua num intervalo finito [a,b] e é conhecida a
sua primitiva F(x), o integral definido de f{x) entre a e b pode calcular-se
pela formula fundamental do célculo integral:

b
1= [ f(x)dc=F(b)-F(a) (3.91)

No entanto, em varios casos, o processo anterior pode ser complexo (exi-
gindo, por exemplo, integragéo por partes, ou uma longa busca até encon-
trar uma mudancga de variavel apropriada), tornando mais rapido e mais
coémodo o célculo numérico do integral. Noutros casos, pode até nem ser
possivel porque:

* & impossivel encontrar uma primitiva de f(x) expressa analiticamente. E o
caso das conhecidas integrais elipticas, das quais se viu um exemplo na
seccdo 3.2.3.2.

* a expressdo analitica de f(x) ndo é conhecida. Casos em que a fungéo
€ conhecida apenas num numero finito de pontos como, por exemplo,
quando é obtida por medi¢cbes de grandezas fisicas (ex.: velocidades
em diferentes pontos de uma prumada numa seccé&o de um curso de
agua).

A integracdo numérica permite resolver as dificuldades mencionadas
através do calculo aproximado do integral definido, utilizando apenas va-
lores da fungdo f num conjunto finito de pontos do intervalo [a,b]. Essa
aproximacao € também conhecida como quadratura numérica — nome
que tem origem na ideia basica de seguir a definicdo do integral, aproxi-
mando a area correspondente por areas de rectangulos (discretizagéo do
dominio). Na pratica, aplicam-se modificagdes mais sofisticadas desta
ideia, como se ilustra a seguir, através da abordagem de alguns dos
meétodos mais correntes de integragao numeérica.

A estratégia para a solugdo do problema ¢ idéntica a utilizada na diferen-
ciacdo numérica. Consiste sobretudo em aproximar a fungdo a integrar
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f(x) por outra g(x) que aproxime f(x), no intervalo [a,b], e seja mais
facilmente integravel (Figura 3.18), e estabeleca:

b b
[ 1) de= [ g() dx (3.92)

Felizmente, os polinémios p,(x) constituem aproximagdes razoaveis e sdo
de facil integracéo.

y=g(x)
“y=f(x)

f(x,)
fx;) G2 Ty,

a=Xy X, X, e X, =b X

Figura 3.18 - llustracdo da estratégia usada na integragdo numérica.

3.5.2.1 Formulas de integracao

Suponha-se que dada uma fungéo f(x) continua, e um intervalo de inte-
b

gracéo [a,b], se pretende calcular, de uma forma aproximada / = f fix) dx .
Sejam x,, X,,..., X,, n + 1 nds com espagamento arbitrario em [a,b] e seja
p.(x) o polinémio interpolador de grau < n de f(x) nesses pontos. Como

os n + | pontos pertencem a curva y=f(x) (Figura 3.18), poder-se-a racio-
cinar da seguinte forma: se f(x) = p,(x) em [a,b], sera razoavel esperar que

b b
f f(x)dx= f P, (x)dx (3.93)

Substituindo p,(x), na forma de Lagrange, Pn(¥)= Ef(xi) [;(x), na
Equacdo (3.93) obtém-se =0

b b b b
ff(x)dx zfpn(x) dx:f(xo)flo(x) dx+..+ f(xn)fln(x) dx  (3.94)

HIDROLOGIA URBANA - CONCEITOS BASICOS



pelo que a formula de quadratura de (n + 1) pontos pode escrever-se:

b n

ff(x) dx=w, f(x,) +w f(x)+...+w,f(x,) = E w; f(x;) (3.95)
a i=0

com

w, = {L(x) dx= % dx ara i=01,...,n (3.96)
f (x) f H - P
]#l
A Expressao (3.95) designa-se por regra de integracédo ou féormula de qua-
dratura. O célculo exacto do integral é substituido pelo calculo de uma
soma ponderada (pesada) de valores discretos da fungao integrada. Por
esta razdo, os coeficientes w,, ®,,..., ®, na Equagéo (3.95) sdo designa-
dos por pesos da integragédo. As abcissas sao chamadas nés de integra-
¢do, normalmente escolhidas em [a,b]. Note-se que os pesos w, dados
pela Equagdo (3.96) sdo independentes da fungdo f(x), dependendo
apenas de a e b e da disposigdo dos pontos de base x,. Consoante o valor
de n e a localizagdo dos nés no intervalo [a,b], assim se obtém diferentes
regras de integragao.

Uma regra de integracéo diz-se de grau de exactiddo ou precisdo n se
integrar exactamente todos os polindmios de grau =< n, mas s6 se existir
pelo menos um polinédmio de grau n + I que néo é por ela integrada exac-
tamente (Valenca, 1993; Rosa, 1992). Uma consequéncia imediata da
definicdo anterior € que o grau de exactidao determinado pela Equagao
(3.95) é = n.

O erro da aproximagao (3.93) representado graficamente, no caso geral, pela
diferenga de areas sombreadas da Figura 3.18, € dado analiticamente por:

b b b b
E=[f()dc~[p,x)dx=[[f()-p,(0)de= [R, ke @97)
ou introduzindo a expressao do erro da interpolacéo (3.68)

(n+1)
ff(n+1()%) n(x x,)dx (3.98)

O termo E, que corresponde ao erro cometido ao fazer-se a aproximagéo
(8.93), é o erro de truncatura ou erro de discretizagdo associado a integra-
¢ao numérica.
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3.5.2.2 Formulas de Newton-Cotes

Os métodos usuais de integracdo numérica tém nds e pesos com forma
simples ou fornecidos em tabelas. Se os limites de integracdo a e b sdo
nos da interpolagdo, a formula de quadratura é “fechada”; se pelo menos
um dos limites nao for n6 de interpolagao, a formula de quadratura sera
“aberta”. As férmulas de Newton-Cotes sao obtidas escolhendo-se os
nos de integragao igualmente espacados.

Vamos analisar alguns casos particulares de regras de integragcéo, cor-
respondentes a diferentes escolhas de polindmios interpoladores.

Regras do recténgulo

O caso mais simples corresponde a utilizar um polinémio de grau n = 0
que interpola a fungéo f(x) num ponto. Considere-se uma abcissa gené-
rica x,. Entdo p,(x) = f(x,), pelo que

b b b
[F@dr = [pydx = [ f(x)dx = (b-a) f(x,) .99

O valor do integral foi aproximado pela area de um rectangulo de base b —a
e altura f(x,). Ao fazer coincidir x, com a, obtém-se a regra do rectangulo
a esquerda (Figura 3.19a)

b
ff(X) dx ~ (b-a) f(a) (3.100)

Pode-se, em alternativa, fazer coincidir x, com b, obtendo a regra do rec-
tangulo a direita

b
ff(X) dx = (b-a) f(b) (3.101)

+b
ou ainda fazer x, = aT , obtendo a regra do ponto médio (Figura 3.19b)

(3.102)

[fx)ds = b-a) 1457

A regra do ponto médio, ao contrario das duas anteriores que possuem
grau de exactidao zero, é de grau 1. Isto significa, como é facil verificar,
que integra de forma exacta qualquer polinémio de grau 1.

As regras anteriores correspondem a férmulas de integracao abertas e
sd@o, em geral, pouco usadas na integracdo numérica (com excepgao dos
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p————y y=fix)

g ' Area= (b-0) £ (220)
Area= (b-0) f(@) !
L1 -
2 : -~ a ";"b b e X
b-a > - b-a

Figura 3.19 - Interpretagdo geométrica das regras:
(a) rectangulo a esquerda; (b) ponto médio.

integrais improprios). Sao utilizadas em algumas férmulas simples para
resolver equacoes diferenciais. A regra do ponto médio é frequentemente
aplicada em célculos expeditos de areas em Hidrologia Urbana.

Regra do trapézio

O caso mais simples de integracdo fechada de Newton-Cotes € apresen-
tado na Figura 3.20. A funcdo f(x) é aproximada pela recta que une os

pontos (a, fla)) e (b, f(b).

Seja p,(x) o polindbmio de grau 1 interpolador de f nos nods a e b, isto &, na
forma de Newton p,(x) = f(a) + f[a,b] (x — a), pelo que

bff(x) dx =~ }pl(x) dx = j'f(a) dax + }f[a,b] (x—a)dx=

a

f (b) f (@) (b-a)’

2
=f<a>(b—a)+f[a,b]{%] _ f(a) (b-a)+

Y 2
que simplificada permite escrever:
b
b-a
1=ff(x)dxz7[f(a)+f(b)] (3.103)

Geometricamente, a regra do trapézio aproxima a area sob a curva f(x)
mediante a area do trapézio a sombreado na Figura 3.20. O erro sera
dado pela area entre p,(x) e f(x), no intervalo [a,b]. Analiticamente, é
possivel demonstrar, com base na Equagéao (3.98), que:

3
E=- =9 rue), gclab) (3.104)
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Area= b0 jf10)+f))

| .
a b X
|- b-a >

Figura 3.20 - Interpretagdo geométrica da regra do trapézio.

Exemplo 3.19: Regra do trapézio.
1

. - . _ -X

Calcular, através da regra do trapézio, o valor aproximado de I= f e dx
0

Determinar o erro cometido (Nota: o integral anterior ndo tem solucéo ana-

litica; considere que o seu valor com sete casas decimais correctas €
I = 0.7468241).

Resolucao

Aplicando a Equacao (3.103):

' L@+ ro)- %(eo +¢7)=0.68394

I=‘i'e_x2 dx =

Como I = 0.7468241 (com 7 c.d.c.), entdo |E| = 0.629 x 10"". A magni-
tude do erro percebe-se analisando a Figura 3.21.

1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

1]
0 01 02 03 04 05 06 07 08 089 1 11 1.2

1 2
-X
Figura 3.21 — Aproximacéo de f e dx através da regra do trapézio.
0
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Regra de Simpson

Na tentativa de melhorar a aproximagéo trapezoidal, poder-se-a utilizar
um polinémio de interpolagdo quadratico, p,(x), entre trés pontos de base
igualmente espagados, x,, X, € x, para aproximar f(x) em [a,b] (ver Figura
3.22). A integracdo desse polindmio entre a e b, de forma analoga ao
efectuado para a regra do trapézio, permite obter a conhecida regra de
Simpson, traduzida analiticamente por:

b
1= [ dx=5 [Fx+ 476 + fx)] + B @109
com
Eae T f9() x<g<x (3.106)
90 Y ? '
ya

y=£x)

=gx)

X X X
'IIV) 1 II2

a b

Figura 3.22 - Interpretagdo geométrica da regra de Simpson.

Geometricamente, enquanto a regra trapezoidal aproxima, em cada inter-
valo h, a area sob a curva f(x) mediante a area de um trapézio, a regra de
Simpson utiliza a area sob uma pardbola para aproximar a area sob a
curva f(x) entre dois intervalos adjacentes (a sombreado na Figura 3.22).
Seria de esperar que, tal como a regra trapezoidal é exacta para poliné-
mios de 1.° grau, a regra de Simpson fosse exacta para polindmios de 2.°
grau ou menor. Com alguma surpresa, a expressao do erro (3.106) mostra
que a regra de Simpson é também exacta se f(x) for um polinémio de ter-
ceiro grau. E, portanto, um método bastante preciso para o esforgo exigido
e a féormula ndo é significativamente mais complexa do que a da regra
trapezoidal. Estas caracteristicas sao responsaveis pela ampla utilizacdo
da regra de Simpson.
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Exemplo 3.20: Regra de Simpson.

Calcular, através da regra de Simpson, o valor aproximado do integral

42
1 =fe * dx , do Exemplo 3.19. Determinar o erro cometido.
0

Resolucao

Da Expressao (3.105), obtém-se:
h 05( -0.52 -1
1 ~3 [f(0)+4f(0.5)+f(l)]=? e +4e™" +e7)=0.74718

O erro cometido é |E| =~ 0.36 x 10°(3 c.d.c.), ou seja, mais de 100 vezes
inferior ao obtido pela formula do trapézio.

Foérmulas de Newton-Cotes. Caso geral

Referiu-se que os métodos de integracédo numeérica obtidos por integracédo
do polinémio interpolador de Newton, quando os pontos de base s&do equi-
distantes, correspondem as férmulas de integragcdo de Newton-Cotes. Em
particular, guando x, = a e x, = b, obtém-se as férmulas fechadas de New-
ton-Cotes. As regras dos trapézios e de Simpson séo casos particulares
correspondentes, respectivamente, a n= I e n = 2. Para maiores valores
de n podem obter-se novas expressodes. Refira-se, no entanto, que todas
estas férmulas podem ser escritas na forma mais geral (3.95), isto &€, como
uma soma de valores ponderados da fungdo nos pontos de base. Para
uma mais completa identificacdo da expressao anterior com as regras do
trapézio e de Simpson, a referida equacao pode reescrever-se, numa for-
ma explicitamente adaptada as formulas de Newton-Cotes, como:

b
ff(x) dx = kh (w, fo+w fi+..+w, f,)+ E (3.107)

na qual se consideraram n + I noés igualmente espacados que dividem [a,b]
em n subintervalos de amplitude %, sendo k e w coeficientes que dependem
de n (regra de integragéo), e cujos valores se apresentam no Quadro 3.8.

Como se verifica no Quadro 3.8, a partir de n = 8 aparecem pesos com
sinais positivos e negativos. Do ponto de vista do efeito dos erros de ar-
redondamento, esta caracteristica é nociva, pois pode promover o apare-
cimento de cancelamento subtractivo. Por este facto, as féormulas de
Newton-Cotes de grau elevado ndo sdo muito aconselhaveis.
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Quadro 3.8 — Constantes das formulas fechadas de Newton-Cotes.

n k w, (i =0,1,...,n) E
1 1
1 = | 11 _
2 12
1
2 - 1,41 _Ls i
3 90
3 3 5 v
3 = 1,3,3, 1 -
8 80 4
2 8
4 — | 7.82,12,82,7 -
45 945
275
s | > | 19,75, 50,5075 19 - == M
288 12096
6 1 41, 216, 27, 272, 27, 216, 41 __2 A Fr
140 1400
. 7 751, 3577, 1323, 2989, 2989, _ 818 v
17280 1323, 3577, 751 518400
8 8 989, 5888, -928, 10496,-4540, _ 268 o i
14175 | 10496, -928, 5888, 989 467775

Férmulas compostas

Uma vez que os erros das formulas de Newton-Cotes sdo proporcionais
a poténcias de b-a, se esta quantidade nao for suficientemente pequena,
as formulas deixam de ter utilidade. Nesse caso, o que se deve fazer é
dividir o intervalo [a,b] em subintervalos e aplicar a cada um dos integrais
assim obtidos uma das formulas de Newton-Cotes.

Considerando n subintervalos do intervalo original [a,b], verifica-se que a

. } b-a
largura de cada subintervalo é dada por 7z = ——, sendo os extremos des-
n

tes subintervalos os pontos x; = a + ih, parai = 0,1,...,n (Figura 3.23).
Aplicando as formulas simples a cada um dos subintervalos, obtém-se:

e Regra do trapézio composta

[rerds=2 (i w2fiw2f v a2, )=

h n-1
= E(fo"'z;ft'l'fn)

(3.108)
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onde f;= f{x,), i =0,1,...,n. O erro vem dado por:

g b

e, gefad] 109

Jas 1, v

———————

|
|
[
[
2
I f
. 4
ﬂzxn Xy xz

Figura 3.23 - llustracdo da aplicagdo da regra do trapézio composta.

® Regra de Simpson composta

[roa=2lnsafie2foes2fnrdf £

(3.110)
h }’l/2 n/2—1
=— +4 1 +2 +
3| gfz,_l ;fz, £,
com
b -
E=- 29 4 10, gefab) @.111)
180
Yy
a=Xy X; X, X3 X, Xg Xg=b X

Figura 3.24 - llustragdo gréfica da regra de Simpson composta (n =6).
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Note-se que a regra de Simpson composta requer que o dominio de inte-
gracéo [a,b] seja dividido num numero par de intervalos, dado que cada
parabola interpoladora é definida com base em dois subintervalos conse-
cutivos (Figura 3.24).

3.6 Exercicios
Exercicio 3.1: Método do ponto fixo aplicado ao calculo da altura uniforme.

Considerando os dados utilizados no Exemplo 3.9, aplicar o método do
ponto fixo a solugéo da equacgdo de Manning para determinar a altura uni-
forme, com trés casas decimais correctas. Verificar se € possivel assegurar
a priori a convergéncia do método.

Resolucao
A equagdo f(h) =25 h — C (2.5 + 2h)** = 0, onde se considerou:

0.6

~ 3.0
75%0.0009"
pode escrever-se na forma alternativa:

C
h=g(h)= E(2~5 +2h)", Para que o método seja convergente, ha que verificar

se

g’(h)| < 1 na vizinhanca da raiz (considere-se, tal como no método da
C _
bisseccdo, que a raiz esta em [0.5,1]). Ora, g'(h) = Ex 0.8x(2.5+2h)™*°,

pelo que g’(h) = g’(0.5) = 0.179<1. Entdo o método é convergente qualquer
que seja a aproximagéo inicial x, € [0.5,1]. Os resultados obtidos, consi-
derando x, = 0.5, sdo apresentados no Quadro 3.9. O método converge
para uma altura uniforme z = 0.843 m (valor com trés casas decimais cor-
rectas) em cinco iteragdes, exactamente metade das que foram necessarias
pelo método da bissecgéo.

Quadro 3.9 - Resultados do processo iterativo do ponto fixo.

k X,

0.7846
0.8333
0.8413
0.8426
0.8428

| |IN|—=
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Refira-se que, para resolver este problema fisico concreto, o método tem

convergéncia local assegurada, pois é facil verificar que se cumpre
0.84

g'(a )——

Exercicio 3.2: Método de Newton-Raphson aplicado ao calculo da altura
uniforme.

Considerando os dados do exercicio anterior, aplicar o método de Newton-
-Raphson a solugdo da equagédo de Manning (altura do escoamento uni-
forme com trés casas decimais correctas) e verificar a velocidade de con-
vergéncia do processo iterativo em comparagao com resultados obtidos
pelos outros métodos aplicados ao mesmo problema.

Resolucao
A derivada da fungéo f{h) = 2.5 h — C(2,5 + 2h)** com

30\
) ( 75%0.0009"> )

éf’(h)=25-0.8 C(2.5+2 h)*“. Considerando x, = 0.5, obtém-se por
aplicagdo da Férmula iterativa (3.45) os valores do Quadro 3.10.

Quadro 3.10 — Resultados do processo iterativo (método de Newton).

k fX,.) S X)) Xy

1 -0.7115 2.0517 0.8468
2 0.0084 2.0977 0.8428
3 0.92x10-6 2.0973 0.8428

O processo convergiu em trés iteracdes, enquanto o método do ponto
fixo necessitou de cinco iteragdes e o método da bissecgéo de dez.

Exercicio 3.3: Regra do trapézio composta.
.2
a) Calcular o integral 1 =f e ™ dx, do Exemplo 3.19, através da regra
0
dos trapézios composta com n = 2 e o respectivo majorante do erro.

Quantos pontos serdo necessarios utilizar ao aplicar a regra do trapézio
para garantir que o célculo aproximado do integral tenha erro inferior a
0.5 x 10°?
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b) Utilizando a regra do trapézio, deduzir uma expressdo que permita
calcular de forma simples a area de poligonos, como é necessario, por
exemplo, ao aplicar o método de Thiessen para o céalculo da precipita-
¢ao ponderada sobre uma regido.

Resolucao

a) Pela Expresséo (3.108) com n = 2 (3 pontos) vem que:

I= f - dx~—(1+2e +e) 0.73137

Como: I =0.7468241 (com 7 c.d.c.) .. [E|=0.155 x 10" (1 c.d.c.)

A resposta a questdo de quantos pontos sdo necessarios para garantir
um erro inferior a 0.5 x 107 esta na expresséo do erro (3.109) que pode
ser escrita como:

’ET‘S% M,,com M, = = max If”(x)l

Ora, verifica-se que f”(x) = e -x* (4x’ — 2) € mondtona (crescente), dado
que:

) =e (<8x2+12x)=0 = x==x+/1.5~21.224

O méximo em valor absoluto é M, =2 (f”(0) = -2 e (1) = 0.736). Logo,

1‘20><2 B <0.5x10° < 7 =3x10° = n=18.25 = n=19

]

Conclui-se que sdo necessarios 20 pontos!

b) A regra do trapézio pode ser utilizada para calcular a area de um poli-
gono a partir das coordenadas dos seus vértices. Cada lado de uma
linha poligonal fechada forma um trapézio com o eixo das abcissas (ver
Figura 3.25).

A érea do trapézio correspondente ao lado 1-2 do poligono é dada por:

A=(x2_x1)(y1;y2)
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X X X%

Figura 3.25 — Exemplo de area de uma linha poligonal fechada.

Para um poligono fechado contendo N vértices, um simples somatério de
areas de todos os trapézios permite calcular a area total do poligono,
assumindo que o mesmo € percorrido segundo o sentido dos ponteiros
do relogio

N | —

1 N N
A_E E[(xiﬂ_xi) (yi+yi+1)]= E(xiﬂyi _xiyi+1)
i=l i=1

onde Xy,; = X; € Yxu =V
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4 HIDRAULICA

José P. P. G. Lopes de Almeida'?

' Departamento de Engenharia Civil, Universidade de Coimbra.
2 Instituto do Mar — Centro do Mar e Ambiente.

4.1 Nota introdutoéria

O presente capitulo pretende conduzir o leitor a uma revisdo de alguns
dos principais conhecimentos de base de hidraulica, com relevancia para
a andlise dos escoamentos com superficie livre. Pese embora o nivel ele-
mentar da revisdo de conhecimentos desenvolvida, pressupdem-se ad-
quiridos certos conceitos fundamentais que se podem encontrar na prin-
cipal bibliografia que serviu de base a elaboragcdo do presente capitulo:
Chadwick et al. (2004), Cengel e Cimbala (2007), Hamill (1995), Manzanares
(1980), Oliveira e Lopes (2006) e Quintela (1981).

4.2 Conceitos basicos de hidraulica

Em hidraulica iremos trabalhar com fluidos. Os fluidos s@o substancias
com uma caracteristica particular, tendem a tomar a forma do recipiente
que os contém — o que equivale a dizer que, quando sujeitos a uma ten-
sdo de corte, se deformam indefinidamente — e subdividem-se em liqui-
dos, gases e vapores. Quando colocados num recipiente, os gases e 0s
vapores ocupam todo o volume disponivel, ao contrario dos liquidos que
ocupam apenas o volume necessario. A diferenca entre gas e vapor esta
relacionada com a nogao de temperatura critica. Para uma temperatura
maior que a sua temperatura critica, a substancia encontrar-se-a sempre
na forma de gas, ndo sendo portanto possivel a condensacao (liquefac-
¢ao0) por maior que seja o valor da pressao.

A nogao de fluido estdo usualmente associadas as nogdes de continuidade
e isotropia. Embora a escala molecular o fluido seja um agregado de mo-
léculas com espagamentos variaveis entre as mesmas, este podera ser
considerado, a escala macroscoépica, um agregado continuo de “particulas
materiais”. Considera-se que este meio continuo apresenta iguais carac-
teristicas em todas as direcgoes, ou seja, é isotrdpico.
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A viscosidade e a compressibilidade sdo duas propriedades fisicas dos
fluidos de grande importancia. O fluido real € viscoso e compressivel.
Dependendo do tipo de regime (laminar, de transicdo ou turbulento), as
forcas viscosas serdo proporcionais a velocidade média elevada a um
expoente contido no intervalo [/,2]. No que respeita a compressibilidade
dos liquidos e em particular da agua, ela é tdo reduzida que na maioria
das aplicagbes a agua pode ser considerada incompressivel. Exceptuam-
-se os fendmenos com celeridades da ordem da velocidade de propagacgao
do som na agua.

Em certas aplicacgoes, é util considerar a hipétese de liquido perfeito, isto
é, fluido ndo viscoso e incompressivel.

O parametro que nos mede a importancia relativa das forgas de inércia
face as forgas viscosas é o conhecido parametro adimensional, designado
por nimero de Reynolds, R.:
UL
R, =— (4.7)
A%
Na Equacéo (4.1), U é a velocidade média; L, um comprimento caracte-
ristico (o didmetro hidraulico no caso de colectores circulares sob pressao
€ o raio hidraulico no caso do escoamento com superficie livre); e n, a vis-
cosidade dinamica.

Um outro pardmetro adimensional de grande importancia, como veremos
adiante no texto no caso dos escoamentos com superficie livre, € 0 nu-
mero de Froude, F,, que mede a importancia relativa das forgas de inércia
face as forgas de gravidade:
2

U
F =— 4.2)

gL
onde g é a aceleragdo da gravidade e L € um comprimento caracteristico
(nos canais € a profundidade média da seccao molhada).

Na andlise das forcas aplicadas a uma particula material (analise associada
a uma abordagem diferencial), ou a um volume de controle, V., preenchido
por um conjunto de particulas materiais limitadas pela superficie envol-
vente, S, (andlise associada a uma abordagem integral), € usual estabe-
lecer a distingdo entre forcas de superficie e forcas de campo (também
designadas por forcas de massa, ou de volume).

As primeiras, tal como o nome indica, sao transmitidas através da super-
ficie. As segundas sao forcas de acgao a distancia cuja intensidade é pro-
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porcional a quantidade de massa contida no volume limitado pela super-
ficie fronteira envolvente (no caso da hidraulica apenas nos interessa a
forca da gravidade).

Uma nocédo fundamental em hidraulica é o_f)luxo, J, de uma grandeza

genérica, f, associada a uma velocidade V , através da superficie, S,
. ~ . . A

segundo a direc¢éo e o sentido determinados pelo versor normal, 7:

3 =£f(V -n)dS 4.3)

Na Equacao (4.3), o simbolo “. ” representa o produto escalar.

Se f = 1, obteremos o caudal volumico correntemente designado por
caudal, Q, do qual resulta a nogdo de mddulo da velocidade média, U, e
sua relagdo com o caudal e com a area da seccgao, S:

~ | o=

=[V-ndS = U=—[(V-ndS « Q=US 4.4

0= [0 ol L2 0 (4.4)
S S

O caudal massico é obtido de igual forma fazendo f = p, onde p repre-

senta a massa volumica.

O modo como a velocidade varia no espago e no tempo € extremamente
importante para caracterizar os diversos tipos de escoamentos. Recor-
dando que essa variagdo € expressa pela derivada substancial da veloci-
dade relativamente a um sistema inércial de coordenadas rectangulares,
obteremos:

OX: a =—+u—+v—+wa— (4.5)

onde u, v e w representam as componentes da velocidade segundo os
eixos OX, OY e OZ, respectivamente.

Estas equagdes expressas na forma vectorial resumem-se a:

. & & & & W =.n
a=aji+a,j+ak<es—=—~-+F -VIV 4.8
v yJ ta; ar - ( ) (4.8)
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A primeira parcela do segundo membro da Ultima equagao corresponde
a aceleracao local e a segunda exprime a aceleragao advectiva.

Com base nos valores da aceleracéo local e advectiva, é possivel carac-
terizar os seguintes tipos de escoamentos:

. . . 14 .
— Escoamento varidvel, se existe aceleragcao local, ou seja, ; =0 (fixado

um determinado “local” no escoamento ai se verifica uma variagdo da
velocidade ao longo do tempo).
Certos autores distinguem ainda os escoamentos:

v 5w
— Variavel e uniforme, — =0 A (V-V)VV =0
a
. ~ ) 14 - -
— Variavel e ndo uniforme, T =0 A (V-V)I=0

. - . av
— Escoamento permanente, se nao existe aceleragao local, ou seja, E =0
E usual distinguir os escoamentos:

v T
— Permanente uniforme, e 0 A (¥V-VIV=0

- Permanente ngo uniforme (ou variado), oV =0 A (V-V)V %0, 0qual
ainda se subdivide em: ot

— Permanente gradualmente variado se
v

=0 A (L_; -V)L_; = (reduzida aceleracdo advectiva)

— Permanente rapidamente variado se
‘;

17 .-
at =0 A (V-V)V =(elevada aceleragdo advectiva)

Uma importante base para a deducéo de diversas equagdes da hidraulica
consiste nas chamadas equacdes de Cauchy, ou equacdes do equilibrio
indefinido, que se apresentam de seguida:

D o op € or,, 9

0OX : o +u@+v@+ w = g, . £+—aa""’ Flat A7 4.9)
ot ox oy &z 77 plox ox ay oz
v oy v or, oo, Ot

oY : 2+u@+vﬂ+wﬂ=gr . @+ o = (4.10)
ot ox  ay oz opldy & oy oz
? i ] 1 W A 61’_| -

0z : 2+r.'@+v@+wﬁ=g_ Ll 6_p+_0r___\_ 2 ;0% (4.11)
ot dxr  dy oz 77 pléz x oy oz
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Estas equacbes mais ndo exprimem que a segunda lei de Newton, ou
seja, o principio fundamental da dinamica ' F, = ma , aplicado ao equili-
brio de uma particula material de fluido para a qual é possivel definir o
estado de tensdo (o estado de tensdo define-se pela andlise prévia do
tetraedro de Cauchy; pressupde-se o conhecimento da simbologia usual
associada a definigdo do estado de tensdo e das componentes da veloci-
dade em relagdo a um referencial cartesiano) (Cengel e Cimbala, 2007).

A obtencdo de diversos resultados da hidraulica assenta nos principios
gerais de conservagdo da massa, de conservagdo da energia e de conser-
vagdo da quantidade de movimento, expressos pelas seguintes equacoes:

— Equacéo da continuidade, obtida pela imposicdo de que a derivada
substancial (também designada por derivada material) da massa de um

. . . - . dm
determinado sistema material ndo varie no tempo, 7 =0 (no nosso
t

dominio de analise ndo é aplicavel a expressdo de Einstein, E = mc?,
com E = energia e ¢ = celeridade de propagacéo da luz no vazio, ou seja,
de facto a massa é imutavel e ndo pode ser convertida em energia):

am _ o[dp Pyl
% _ﬂ - +p(V V)]dv 0 4.12)

A aplicagédo do Teorema de Green a equagao anterior e a consideragéo de
um fluido incompressivel, p = C*, que se escoa no interior de um tubo de
fluxo (conduta ou canal) limitado pelas secgdes transversais de entrada e
de saida S, e S,, respectivamente, e pela secgdo lateral, S;, com S-= S, +
S, + §,, permite converté-la na Equacao (4.13), que de seguida se apre-
senta, a qual corresponde a forma pratica como correntemente é utilizada
a equacao da continuidade:

f(ﬁ'ﬁ)dS:f(ﬁ'ﬁ)dS@ 0, =0, «US, =U,S, (4.13)
N Sy

— Equacéo de Bernoulli para um fluido perfeito, obtida a partir das equa-
¢oes de Euler do fluido perfeito em coordenadas intrinsecas. Estas
equagdes de Euler resultam das equagdes de Cauchy quando se consi-
deram nulas as tensdes tangenciais. A equagao de Bernoulli generalizada
para o escoamento de um fluido perfeito no interior de um tubo de fluxo
toma entéo a forma:

i(:/.:+—+c:c—)=———(a'U) (4.14)
s 4 g
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onde z é a cota geométrica, p é a presséo, y 0 peso volimico e a e o’ sédo
os coeficientes de correcgcdo da energia cinética e da quantidade de

movimento, respectivamente:
fV3dA

o = coef. da Energia Cinética ou de Coriolis = AAU (4.15)
szdA

o'= coef. da Quant.de Movimento ou deBoussinesq = £

3 (4.16)

Uma extenséo para o caso dos fluidos reais pode ser conseguida pela in-
trodugéo do termo J, designado por perda de carga unitaria. Este termo
exprime a perda de carga hidraulica (perda de energia por unidade de
peso) por unidade de percurso, obtendo-se a seguinte equacao:

2
i(z+£+aU_)= _ii(a'U)_J 4.17)
s y 2g g at

— Equacéo que traduz o teorema de Euler, ou da conservacdo da quanti-
dade de movimento, obtida por integracdo das equacdes de Cauchy
num determinado volume de controlo levando em conta a equacéo da
continuidade:

A () 5 -
f,oV(V A)ds = deV+ prdV+ J’Tds (4.18)
SC vc Ve 5C

onde X representa as forcas de campo por unidade de massa e T repre-
senta as tensoes.

Esta Ultima expressdo na forma integral, aplicada a um V.. definido no seio
de um escoamento de um fluido pesado e incompressivel, toma a forma:

G+Ri+l+M,-M,=0 (4.19)
O significado dos termos envolvidos na Equacgao (4.19) € o seguinte:

G peso do liquido no interior do V;

Tresultante das forcas que o meio exterior exerce sobre o V,. através da
superficie envolvente;

[ resultante das forgas locais de inércia (se % =0 =1 = 0);

1\71, resultante da quantidade de movimento que entra no V. na unidade
de tempo;

M; resultante da quantidade de movimento que sai do V. na unidade de
tempo.
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4.3 Escoamentos com superficie livre

4.3.1 Definicoes e nocoes elementares

O escoamento com superficie livre de um liquido &€ um escoamento que
apresenta como condigao fronteira particular o facto de a parte superior
do escoamento contactar com um meio gasoso em toda a sua extenséao.
Tal significa que a pressdo nessa zona constitui um dado que regra geral
€ conhecido a priori, 0 que ja ndo acontece com a localizagdo geométrica
da superficie livre, a qual é uma variavel do problema. Portanto, apenas o
perimetro molhado da secgdo transversal apresenta uma natureza parietal.

No caso da agua escoando-se em contacto com a atmosfera terrestre,
este tipo de escoamentos é extraordinariamente frequente, ocorrendo no
meio natural em linhas de agua, ribeiros e ribeiras, rios, quedas de agua,
estuarios, lagoas e lagunas, mares e oceanos. Em meio urbano, este tipo
de escoamento é também muito comum, ocorrendo em valetas e valas de
drenagem, em colectores de drenagem de aguas pluviais e residuais, em
sumidouros, cAmaras de visita, em canais e a superficie do solo, sob for-
ma de escoamento superficial.

Desde logo é perceptivel que os tubos de fluxo associados a este tipo de
escoamentos podem apresentar caracteristicas diversas, que se enun-
ciam abaixo:

e As rugosidades parietais poderao variar dentro de cada secgao trans-
versal (por exemplo, o fundo de um canal pode ser revestido e os talu-
des laterais serem em terra — neste caso, as secc¢des transversais desig-
nam-se por seccées mistas);

e As rugosidades parietais poderao variar ao longo do tubo de fluxo (por
exemplo, a transicdo de um leito de rio de uma zona rochosa para uma
zona arenosa);

* As rugosidades parietais entre diversos tubos de fluxo podem ser muito
diferentes, uma vez que existem revestimentos naturais, como terra
(com ou sem vegetacao), seixos e rocha, e revestimentos artificiais, como
o betdo ou a pedra aparelhada;

® Quanto a geometria das sec¢des transversais, estas podem classificar-
-se em regulares ou irregulares, céncavas ou convexas, abertas ou fecha-
das (por exemplo, em sistemas de drenagem urbana sdo comuns sec-
¢des fechadas circulares e ovoéides). As secgdes regulares podem ainda
ser simples (ou seja, com geometria ditada por uma Unica figura geomé-
trica, como o trapézio, o rectangulo, o triangulo, o circulo, o semicirculo,
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etc.), ou compostas — neste Ultimo caso, com uma definicdo geométrica
que se pode considerar resultante da agregag¢ao de dois ou mais tipos
de seccgoes simples de forma a gerar, em geral, dois leitos: o leito menor
e o leito maior. O leito menor destina-se ao escoamento em circunstan-
cias normais e tem reduzida largura para gerar boas velocidades de
arrastamento; o leito maior destina-se a acomodar o escoamento em
situagéo de cheia. A Figura 4.1 ilustra este tipo de secgéo, também de-
nominado seccédo de leito multiplo. E este o tipo de secgéo transversal
que foi implementada no rio Mondego no trogo a jusante do agude
ponte de Coimbra;

A geometria das secgdes transversais podera sofrer variagdes ao longo
do tubo de fluxo (por exemplo, num estreitamento de uma linha de agua
ocasionado por uma passagem inferior sob uma via rodoviariay);

As inclinagdes longitudinais dos tubos de fluxo podem ser muito eleva-
das, como no caso das quedas de agua ou dos descarregadores de su-
perficie de soleira normal, ou extraordinariamente reduzidas, como nos
canais de rega e nos colectores de drenagem de aguas pluviais e resi-
duais. No caso de tubos de fluxo de leito erodivel, a prépria inclinagao
longitudinal pode alterar-se ao longo do tempo, dando lugar a escoa-
mentos com fundo mével (cumulativamente, as secgdes transversas e a
rugosidade também podem variar ao longo do tempo);

A inclinagao longitudinal pode variar, de forma continua ou descontinua,
ao longo do tubo de fluxo.

B2 Bl B3

+—> bl —>

Figura 4.1 — Exemplo de secc¢éo transversal composta e mista.

No que respeita as afluéncias a estes tubos de fluxo, existe também uma
grande diversidade de situacgodes:

e Afluéncias variaveis, como é o caso de uma onda de cheia ou de inun-
dacdo que se propaga num colector, ou ainda o caso do escoamento
gerado pelas manobras de abertura, fecho, ou simplesmente de regula-
¢éo de uma comporta de alimentagdo de um canal que drena as aguas
de uma zona verde localizada em meio urbano.
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¢ Afluéncias constantes. De facto, fixada uma determinada abertura, sob
carga constante, da comporta de alimentagao de um canal, o escoa-
mento tende a estabilizar, sendo que nestas circunstancias o caudal
afluente ao tubo de fluxo passa a ser constante.

A diversidade de configuragbes geométricas dos tubos de fluxo e de
solicitagdes hidraulicas a que estes estdo submetidos da origem a uma
grande variedade de regimes de escoamentos, ja definidos na secgao
anterior, que se sintetizam da seguinte forma:

e Regime permanente:
e Regime uniforme
® Regime variado:
e Gradualmente variado (curva de regolfo)
e Rapidamente variado no qual poderemos ter o ressalto hidraulico, a
queda brusca e as contracgdes
® Regime variavel

A geometria e a constituicdo parietal destes tubos de fluxo, de ora em
diante designados simplesmente por canais, naturais ou artificiais, € da
maior importancia, pelo que se passa a defini-la sumariamente.

Em cada secc¢ao transversal, € possivel identificar o ponto de cota minima
ou, se o fundo for horizontal, o seu ponto médio. A aglutinagdo destes
pontos da origem a uma linha designada por talvegue.

Quando se traga o perfil longitudinal de um canal, a sua inclinagc&o longi-
tudinal seréa definida pelo talvegue (Figura 4.2).

Figura 4.2 — Esquema do perfil longitudinal de um canal.

A area da secc¢do transversal molhada, S, (ou seja, da seccao normal aos
filetes liquidos) e o perimetro molhado, P, permitem definir o raio hidrau-
lico, R =S/ P.
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O valor de R depende da altura de dgua na seccdo, h, a qual se define
como sendo a menor distancia, medida na seccéao transversal molhada,
entre o talvegue e a superficie livre do liquido (Figura 4.3).

\o : >/

Figura 4.3 — Geometria da seccao transversal de um canal.

Para secgdes irregulares, a obtencao da relagao entre a altura de agua na
secgao e os parametros anteriores pode basear-se numa prévia avaliagdo
discreta, seguida de um processo de ajuste numérico da funcao continua
que melhor a descreva.

No Quadro 4.1, apresentam-se as caracteristicas geométricas de varios
tipos de seccodes transversais.

Quadro 4.1 — Caracteristicas geométricas das seccdes transversais.

Trapézio Circulo
. B,
/ 2N
D
h
h= —J[l - c05£J
2 2
S=(b+xhh S= é{ﬁ —sin( §))D*
P=b+2h1+x? p=Lpp
2
B=b+2xh B= Dsin[ﬁJ
2
§ (b -+ xh)h S 1, sin{/))
R="=—T20 rR==2=—[1-22£|p
r b+2h1+x° P 4[ B J
Rectdngulo
(trapézio com b=B)
Tridngulo
(trapézio com b=0)
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Um canal diz-se prismatico ou cilindrico quando pode ser gerado por
geratrizes rectilineas apoiadas numa uUnica secgao transversal poligonal
ou curva, respectivamente. E este o tipo mais comum de geometria em sis-
temas de drenagem urbana, e sera implicitamente considerado ao longo do
presente texto.

Como se analisara de seguida, a reduzida inclinagéo, concavidade e con-
vexidade do talvegue leva a que a distribuicdo de pressdes na secgao
transversal possa ser considerada hidrostatica.

Tome-se como exemplo um pequeno trogo de um escoamento num plano
vertical em que possa ser desprezada a perda de carga. Como referido
anteriormente, as equagdes de Cauchy, simplificadas para o caso do
liquido nao viscoso e escritas em coordenadas intrinsecas, dao origem as
equacOes de Euler em coordenadas intrinsecas:

g Dupd oy LB (4.20)
at as P s
2
p Vg Lo w2y
R p on
b: 0=X,,—la—p (4.22)
p ab

Na maioria das situagdes praticas, o topo da secgao transversal molhada
€ um segmento de recta horizontal, pelo que o eixo da binormal é hori-
zontal, de que resulta X, = 0. Da aplicacdo das equacdes anteriores ao
caso do escoamento num plano vertical convexo sobre um fundo com
inclinagao longitudinal caracterizada pelo angulo 6, tal como representado
na Figura 4.4, resultardo as conclusdes de seguida apresentadas.

(b)

e

Figura 4.4 — Referencial adoptado na analise do efeito da curvatura
do fundo na distribuicdo de pressoes.
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Partindo da Equacao (4.21), obteremos sucessivamente:

2 2
ﬁ:V— laﬁﬁﬁ:a—p=—p(%—)(n)¢

R " pon on

2

< p =—p(% -X )n+C", com n=ordenada,C" =0

Atendendo agora a que na expressao anterior X, = g cosf e R # %, obtém-se:
VZ
p=p(gcosd —?)n (4.23)

O valor de n relaciona-se com o correspondente valor medido na vertical,
d, da forma, d = n cos 6, do que resulta:

i V_Z;)d (4.24)
a4y '
Conclui-se que a diferenca de pressao entre dois pontos da mesma sec-
cao transversal depende unicamente da diferenga de cotas entre os refe-
ridos pontos, a semelhanca do que ocorre na lei hidrostatica de pressodes.
No entanto, verifica-se que, para o fundo convexo, a pressao € inferior a
hidrostatica. De igual forma se concluiria que, para a situagao simétrica
(isto é, fundo céncavo), a pressdo seria superior a hidrostatica. Se as tra-
jectérias apresentarem reduzida curvatura, entdo R — o, pelo que a
Equagdo (4.24) se reduz a p = pgd, o que indica que a distribuicdo de
pressdes na seccao transversal sera hidrostatica independentemente da
inclinagcao longitudinal do canal.

4.3.2 A energia especifica

Analisa-se de seguida o escoamento com superficie livre no caso em que
as caracteristicas locais do escoamento néo se alteram, ou seja, quando
se trata de um escoamento permanente.

Nesta situagcéo, a Equacéo (4.14) de Bernoulli reduz-se a:

2
Lerloaly-cs (4.25)
g

Como ja foi referido, a variagéo de pressdo na secgdo transversal molhada
¢é hidrostatica pelo que, atendendo a Figura 4.5, se pode verificar que:

z+£=ZSL=hcosl9+y (4.26)
Y
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s (percurso)
N.R.

Figura 4.5 — Visualizagdo dos termos das Equagdes (4.25) e (4.26).

Se incorporarmos a relagéo estabelecida pela Equacéo (4.26) na Equagéo

. . d ~ .
(4.25) e se considerarmos cumulativamente que d_y = —senf , entdo obtém-se:
/s

2
i(h cosf+y+a—)=-J =
ds 2g
4.27)
2

i(!r cosf +a—) =senld —J
ds 2g

Na prética, os valores de 6 sdo muito reduzidos, logo i = 1g0 = sen A
cosf = 1. Por outro lado, pode considerar-se em muitas situacdes que o = 1,
pelo que a Equacéo (4.27) se reduz a:

2
i(h+U_)=f_J = ﬁ:;‘_‘] (4.28)
ds 2g ds
U2
onde E=h+— 4.29)
2g

Surge assim uma nova quantidade traduzida pela Equagao (4.29), que se
designa por E = energia especifica, e que representa a carga hidraulica
numa secg¢ao do escoamento, tomando como nivel de referéncia o fundo
do canal nessa seccao.

Conclui-se entdo que, num escoamento permanente com superficie livre,
nas condigdes anteriormente apresentadas:

e A variacdo da energia especifica por unidade de percurso € igual ao
trabalho realizado pela forca gravitica por unidade de peso de fluido e
por unidade de percurso, diminuido do trabalho realizado pelas forcas
de atrito por unidade de peso de fluido e por unidade de percurso;
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® Dependendo do valor da diferenca (i-J), assim a energia especifica
variara ou se mantera constante ao longo do percurso.

O valor de . presente na Equacéo (4.25) pode ser calculado, no caso de
uma secg¢ao composta, assumindo que o = 1 em cada subseccéio.
O Exercicio 4.1 apresentado no subcapitulo 4.6 ilustra este procedimento.

Atendendo a equagao da continuidade, a energia especifica é passivel de
ser calculada em fungéo do caudal e da altura de agua na secgéo trans-
versal molhada, desde que se conheca a relacdo S = S(h), com S = area
da secgao transversal molhada:

—2
2g[S(h)]

(4.30)

Qualquer escoamento permanente com um caudal genérico Q, que se
escoe com a energia especifica, £, numa seccao definida por S = S(h),
fara parte da superficie de energia, F(Q, E, h) =0, dessa secc¢do, definida
pela equagao:

Q?.
E-h-—=——=0 <« F(Q,Eh)=0 4.31)
2¢e[sw ]

Para concretizar, considere-se na Equacgéao (4.30) uma seccgao rectangular
de largura B, S(h) = B h. Nesta situacéo, a equagao da energia especifica
toma a forma:
2
E-he—2 432
2gB° h”

Com base na Equacgédo (4.32), pode calcular-se a variagdo da energia es-
pecifica com a altura h, para diferentes caudais, Q,,, Q. e Q,, e larguras,
B,,, B, e B.. Os resultados sdo apresentados na Figura 4.6 e na Figura 4.7.

iiiy

4.3.3 Os regimes lento, critico e rapido

Decorrente da analise das duas figuras seguintes, identifica-se a ocorrén-
cia de trés regimes distintos: o regime rapido (reduzidos valores de h), o
regime lento (elevados valores de h) e o regime critico situado entre os
dois ultimos, na zona onde a curva da energia especifica apresenta um
minimo. Facilmente se percebe que, fixado o caudal, a forma mais eficiente
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. Q,=Q;=Q;=0.6 m’/s;

Bi=0.6 m ; B;=0.8 m (curva intermédia); B;=1 m

pidel awigay

E(m)
w

Regime lento

o] 1 2 3 4 5 5]

h (m)

Figura4.6 - E=FE(h),comQ=C“¢e¢ B, >B,>B..

B;=B;=B;;=0.6 m;

Q=0.6 rnals ; Q=08 msj’s (curva intermédia); Q;=1 m3{5

E(m)

Regime lento

e] 1 2 3 4 5 ]

h (m)

Figura 4.7 - E=E(h),comB =C*e Q,> Q,> 0.

de escoamento ocorre quando a energia especifica € minima — o mesmo
€ dizer que, fixada a energia especifica, a forma mais eficiente de escoa-
mento ocorrera quando o caudal for maximo. A identificagcdo analitica
destes extremos sera efectuada a custa da anulagdo da primeira derivada
em ordem a A, tanto da energia especifica como do caudal. Assim:

aF
oF oF dE dE oh

FQ ..Eh=0® —+———=0e —=-21 (4.33)
©rs ) oh OE dh dh aF
oE
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aF
F
oF \OFdQ . 90 __oh (4.34)
oh a0 dh dh aF

Q0

F(Q’ Emin 9h) - 0 =

E o 0n o (4.35)
an =" dn on

Conclui-se entdo que estes dois extremos sdo atingidos em simultéaneo
num mesmo regime de escoamento, designado por regime critico.

Da analise das figuras anteriores, observa-se que:

¢ Fixada a largura da secgao rectangular e a altura molhada, a energia
especifica aumenta com o aumento do caudal.

¢ Fixado o caudal e a altura molhada, a energia especifica diminui com o
aumento da largura da secgéao rectangular.

¢ A energia especifica apresenta um minimo num ponto de inflexao da

dE

curva, E = (), sendo ai designada por energia critica.

e Para cada valor da energia especifica superior ao da energia critica, ha
duas alturas de agua, uma superior e uma inferior, para as quais & pos-
sivel o escoamento do mesmo caudal.

¢ Para a altura superior, o escoamento apresentara necessariamente uma
velocidade inferior a velocidade critica, pelo que se designara por regime
lento, fluvial, ou subcritico.

e Para a altura inferior, 0 escoamento apresentara necessariamente uma
velocidade superior a velocidade critica, pelo que se designara por
regime rapido, torrencial, ou supercritico.

* A energia especifica tende assimptoticamente para E = h e para h = 0.

Designando por O, o caudal em regime permanente, a condicdo de
regime critico, notado pelo indice “c”, conduz-nos a:

E _e1- (ﬁ) =00, =25, (4.36)

dh s\ dn
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Atendendo a equagédo da continuidade:

S
QU = Uc‘ S(’ = '\/g S(' : = Uc = (437)
das
dh ),
entdo a energia critica vale:
U? S
E. =h +—=h+ l *—=h + lhm (4.38)
2g 2 (dS 2
dh ),
Vejamos qual é o significado fisico da quantidade, A,
SC
= (4.39)

hm{.‘
ds
dh ),
Para tal, considere-se o caso de secgdes simples de geometria conhecida,
como, por exemplo, as secc¢des trapezoidais.
Do Quadro 4.1, extraimos a expressao da area da secgao transversal,
S(h) = (b + xh)h
com a qual determinamos o valor da correspondente derivada,

& =b+2xh=B,
dh ),

Este resultado representa a largura da superficie livre da secgdo molhada
critica, pelo que a Equagéao (4.36) pode também ser apresentada na forma:

2
B,
Q"—; =1 (4.40)
gs.
, S, . .
Ao analisar agora h,, = —= verifica-se que se trata de uma quantidade

e

com o significado de uma profundidade média da sec¢céo molhada critica.
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Entao, escrever-se-a:
U,=\gh, (4.41)

Substituindo a relagéo traduzida pela Equacéo (4.41) na Equacéo (4.2), e
considerando para comprimento caracteristico a profundidade média da
secc¢ao molhada critica, obtém-se para o numero de Froude o valor unitario
F_=1, uma vez que

U2
=g—L

Duas conclusdes sdo imediatas:

F

r

,U=U,e L=h,

e O regime critico caracteriza-se por um valor unitario para o numero de
Froude.

e No regime critico, a velocidade do escoamento ¢€ igual a celeridade de
propagacédo de ondas de gravidade, C, em aguas de baixa profundidade,

h (esta celeridade é dada pela expressdo: C=,/gh).

A segunda conclusao permite compreender por que razdo o regime lento
é controlado por jusante e o rapido por montante.

De facto, se se provocar uma perturbacao na superficie livre da agua que
se escoa numa vala de drenagem urbana, por exemplo, percutindo a agua
com um pau, as ondas de gravidade comegcam imediatamente a propa-
gar-se, tanto para jusante como para montante. Se o escoamento se pro-
cessa em regime rapido, o meio de propagacgao viaja para jusante com
maior rapidez do que a propagacdo da onda para montante. E, portanto,
impossivel a progressao destas perturbacdes para montante.

No escoamento em regime lento, verifica-se precisamente o contrario.
E no escoamento em regime critico?

Passa-se o mesmo que no regime rapido, ou seja, 0 escoamento tem de
ser controlado por montante.

Se a perturbagéo for agora provocada pela variagdo de caudal devida ao
accionamento da comporta representada na Figura 4.8, as conclusdes
serdo exactamente analogas.

Repare-se que, fixado o tipo de geometria da seccgéo transversal (rectan-
gulo, triangulo, trapézio, etc.) de um canal prismatico, é possivel, em ge-
ral, promover o escoamento de um determinado caudal constante, Q,,
segundo trés tipos distintos de regime:
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0 U.L=Unif. Lento;  U.R.=Unif. Répido;
________ : ! R.V.=Rapida. Variado; G.V.=Gradual. Variado.
" 1
1
1)
1
N
Y_H\/H—H—A“ =)
- G
— - -
o S .
: > > =
- = o< o o

Figura 4.8 — Comporta controlando em simultdneo um escoamento
lento por jusante e um escoamento rapido por montante.

1. Regime critico (minimo de energia especifica; apenas é possivel o es-
coamento critico).

2. Regime lento (energia especifica superior a do regime critico, sendo a
velocidade inferior a desse regime; sao possiveis inimeros escoamentos
lentos com E(h) > E(h,) e h > h_até ao limite & < altura maxima da
seccgao).

3. Regime rapido (tal como no regime lento, a energia especifica & superior
a do regime critico, mas a sua velocidade é agora superior a desse

regime; séo possiveis inimeros escoamentos rapidos com E(h) > E(h,)
e h<h).

4.4 Dimensionamento de canais

4.4.1 Regime permanente/Anadlise na seccao transversal

No dimensionamento de canais, intervém parametros como as caracteris-
ticas geométricas da seccao transversal, as rugosidades parietais, a incli-
nacao longitudinal e os valores do caudal e da velocidade do escoamento.

Dada a multiplicidade de aspectos envolvidos, estes serdo introduzidos
de forma gradual e, sempre que possivel, apoiados em exemplos de apli-
cacéo.

Exemplo 4.1: Comparacéo das caracteristicas dos regimes lento, critico
e rapido em dois dispositivos de drenagem urbana: um canal de secgéo
rectangular e um colector circular.

Pretende-se escoar um caudal de ponta de cheia de 1 m*/s, originado
numa zona verde urbana. Pode recorrer-se a um canal de drenagem com
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seccgao rectangular de 1.50 m de largura por 1 m de altura ou fazer uso de
um colector com 1.20 m de diametro. Calcule a altura molhada, a velocida-
de, a energia especifica, o nimero de Reynolds e o nimero de Froude,
considerando escoamentos em regime critico, lento e rapido em ambas as
seccOes. Adopte uma viscosidade cinematica para a agua de v = 10° m’s™.

Resolucao:

A) Regime critico e secgao rectangular (resolugao analitica)

No caso da seccgao rectangular, € possivel uma resolugao analitica.

213

A Equagéo (4.36) toma a forma:
O

ds B h
Sh)=B, h,=|—| =B. =0, = Bh/”c©h=
() ¢ e (dh)c 4 QO \/gcc Bc [ BD.\/E

Substituindo os dados na equacéo anterior resulta imediatamente:
h,=057m

A Equacéo (4.41) fornece o valor da velocidade: U, =+/g 4,

Da Equacao (4.39), verifica-se que h,, = h., pelo que a simples substitui-
cao fornece:

U, =1.869 m/s

A energia critica calcula-se facilmente por:

2
E =h, +&50.535m
&y

Para calcular o numero de Reynolds, é preciso conhecer o raio hidraulico.
Recorrendo ao Quadro 4.1, e considerando a seccgao trapezoidal com x =
Oeb=B=150m:

Boutee 508 i R el dstgay
P 1.50+2h, v

e

Para o niumero de Froude, obter-se-a:
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B) Regime critico e seccao circular (resolugdo numérica)

Neste caso, a Equacgao (4.36) ndo pode ser resolvida analiticamente. Em
diversas obras, podem encontrar-se pormenores relativos a implementa-
¢éo de métodos numéricos em calculadoras programaveis para resolugéo
deste tipo de problemas (e. g., Quintela, 1981). No entanto, neste curso,
promove-se uma abordagem simplificada baseada numa pesquisa exaus-
tiva das raizes por céalculo enumerativo ao longo do dominio da equacéo.
Este processo é hoje muito facil de implementar, dada a vulgarizagdo dos
computadores pessoais e das calculadoras programaveis. Este método
tem ainda a vantagem de permitir visualizar o andamento das fungdes
envolvidas.

O problema em andlise pode ser resolvido por um processo de calculo
numeérico baseado nos seguintes passos:

i) Varrimento de todo o dominio atribuindo crescentes valores a {32, B.,

2P

i) Para os valores anteriores, calcula-se:

h. = 2[] —cos&]
2 2

st =< (p: =sin(p) D?

asy s -si
dn), B*-n

F"=QO—\/§S::

iii) Identifica-se o valor de 3 que conduz a F' = 0, estando assim encon-
trado o valor de f3. = '. Com base neste valor, nas férmulas do passo
i) e no Quadro 4.1, os restantes valores solicitados no problema podem
ser calculados.

A adopcéao deste processo de céalculo conduz aos seguintes resultados:

B. =2.950rad=> h_=0.542m; S, =0.497m*;U, =0, /S, =2.014m/s
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2
E.=h + U =0.749m; P. = lDﬁr =1.770m; R_ =
2g 2

S = 0.281m

~

S
R, = 565047, a5 =1.195m; b, =—=—=0416m; F, =0.996=1
dh |, ds
dh ).
C) Regime lento e rapido na secc¢ao rectangular e na secgao circular
(resolugdo numérica)

Os escoamentos em regime lento e rapido apresentam maior energia es-
pecifica do que em regime critico. Para se calcularem estes regimes, atri-
buir-se-a4 a energia especifica valores necessariamente superiores aos
correspondentes valores da energia critica calculados antes.

As raizes da Equacao (4.31) fornecerdo os valores das alturas molhadas
em regime lento e rapido. O processo de resolugcdo numérica da Equacao
(4.31) é andlogo ao descrito na alinea B).

Considerando para a energia especifica, por exemplo, o valor £ = 0.8 m,
obtém-se os seguintes resultados:

Seccéao Rectangular

Regime Lento

Regime Rapido

P

E (m) 0.8 0.8

h (m) 0.760 0.190

U (m/s) 0.877 3.509
R 331126 531915
F 0.103 6.612

Seccao Circular

Regime Lento

Regime Rapido

r

E (m) 0.8 0.8
h (m) 0.694 0.451
U (m/s) 1.476 2.575
R, 482288 631567
F 0.388 2.034

O regime critico afigura-se como o que minimiza a energia especifica.
No entanto, a necessidade de limitar a erosao e de controlar o escoamento
por jusante faz com que a maioria dos escoamentos em canais ocorra em
regime lento (também nos rios este € o regime mais frequente, razdo pela
qual o escoamento lento é igualmente designado por escoamento fluvial).
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Neste momento, formula-se a seguinte questao:

Fixado um caudal, uma geometria da secgdo transversal e um revesti-
mento, quais sédo as inclinagdes longitudinais que se devem implementar
num canal prismatico para realizar os trés tipos de escoamentos conside-
rados — critico, lento e rapido?

Na seccéo seguinte apresenta-se uma resposta para esta questéo.

4.4.2 Regime permanente e uniforme/Analise incorporando
a inclinacao longitudinal e a natureza parietal do canal

Primeiro, admita-se a existéncia de trogos suficientemente longos de canal
prismatico, que permitam a ocorréncia de escoamento perfeitamente for-
mado e estabilizado de caracteristicas inalteradas ao longo do percurso.
Nestas condi¢des, ocorre o chamado escoamento permanente e unifor-
me, pelo que:

-0 (4.42)

Da Equacéo (4.42), resulta: % =j-.J, pelo que se conclui que i = J.
s

Este resultado revela que, neste tipo de regime, a perda de carga unitaria
€ igual a inclinagcéo do talvegue do canal prismatico. Recordando a inter-
pretacao anteriormente desenvolvida em relagdo a Equacgéo (4.28), dir-se-a
que o trabalho necessario para vencer as forgas de atrito é integralmente
fornecido pela acgcéao da gravidade ao longo da direcgéo e sentido do es-
coamento. Isto so é possivel dada a existéncia de uma inclinagéo negativa
da massa de agua induzida pela inclinagéo do talvegue do canal prismatico.

Para se calcular a inclinagdo do canal, ha que adoptar entdo uma lei de
resisténcia que nos fornega o valor de J.

Como é sabido, o processo dissipativo tem uma expressao distinta con-
soante se trate do regime laminar, ou turbulento (liso, de transigéo ou ru-
goso). Nos tubos de secgéo cheia, em que o comprimento caracteristico
€ o diametro hidraulico, sdo usuais os seguintes limites:

¢ Regime laminar: R, < 2000.
¢ Regime turbulento: R, > 4000.

Recordando que, no caso de canais, o0 comprimento caracteristico é o
raio hidraulico, o qual é Y4 do diametro hidraulico, obter-se-a:
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* Regime laminar: R, <500.
® Regime turbulento: R, > 1000.

O valor de R, nas situagdes correntes de escoamento com superficie livre
em meio urbano é bastante superior a 1000, o que indica que o processo
dissipativo ocorre em regime turbulento.

Considerando R = D/4, e atendendo a que J = i, é possivel determinar o
factor de Darcy-Weisbach, para o caso do escoamento uniforme em canais
cuja rugosidade seja conhecida, utilizando o dbaco de Moody. Com iguais
adaptacgdes se pode recorrer a férmula semiempirica de Colebrook-White.
No entanto, as particularidades do escoamento em canais (note-se que a
distribuicéo de velocidades na secc¢éo transversal de um canal se afasta
bastante da distribuicdo axissimétrica de velocidades na secgao circular
de uma conduta em pressao) e a propria evolugao histoérica privilegiaram
abordagens mais aplicadas, baseadas em leis totalmente empiricas de
resisténcia.

Considere-se entédo a Figura 4.9, na qual se representa esquematicamente
o equilibrio entre a forca de atrito, dada por TL P, e a forca gravitica que
mobiliza o escoamento, dada por 5sin o. A tensdo de atrito, T, desenvol-
ve-se ao longo da superficie de contacto entre o canal de inclinagao, i, e
o elemento de fluido de comprimento, L, seccdo transversal, S, e
perimetro molhado, P.

G = LSpg

Figura 4.9 — Equilibrio entre forgas de atrito e forcas de gravidade.
Do equilibrio de forgas, obtém-se:
Gsino+TLP=0< LSpgi+TLP=0<
st1=pgSi=pgRi (4.43)
P
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Formula de Chézy

Se se considerar que o regime é puramente turbulento rugoso, a tenséo
de atrito pode ser considerada proporcional ao quadrado da velocidade,
0 que substituido na Equacéao (4.43) conduz a:

T=KU?>=pgRi=U =1‘%1,‘Ri <>
U =C+[Ri (4.44)

Esta é a chamada equacéo de Chézy, estabelecida em 1768, em que o
valor de C, denominado coeficiente de Chézy, depende da rugosidade
mas também do nimero de Reynolds.

Em 1869, os dois engenheiros suicos Ganguillet e Kutter propuseram uma
formula para o coeficiente de Chézy:

C 0552 41.6+1.811/n+0.00281/i (4.45)

1+[41.6 + (0.000281/1)|n /N R

em que n é um coeficiente que depende unicamente da rugosidade
parietal, conhecido por coeficiente de Kutter.

Formula de Manning

Em 1889, uma nova féormula para o calculo de C foi proposta pelo enge-
nheiro irlandés Robert Manning. A forma simplificada desta formula é:

/6
caf_ (4.46)

n
Substituindo na Equacéo (4.44), obtém-se sucessivamente:

U=_R2a’3i|!2 (447)
n
I SS.-’} .

Q=;WI”2 (448)

em que n é um coeficiente designado por coeficiente de Manning.

A férmula de Manning é simples e precisa, sendo mundialmente utilizada
tanto para canais naturais como para canais artificiais, desde que o es-
coamento ocorra no regime turbulento rugoso.
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No Quadro 4.2, apresentam-se valores usuais do coeficiente de Manning.

Quadro 4.2 — Valores do coeficiente de Manning apresentados
em Hamill (1995).

Tipo de tubo de fluxo n (s/m1/3)
Canal de terra alinhado 0.018 - 0.025
Canal de terra em meandros 0.025 - 0.050
Canal em rocha alinhado 0.025 - 0.045
Canal de betao 0.012 -0.017
Canal de betéo rebocado 0.011-0.015
Colector circular de betao 0.011 -0.015

Considere-se de seguida o Exemplo 4.2. Neste caso, sdo dadas as carac-
teristicas do canal e a altura molhada em regime permanente e pretende-
-se calcular as caracteristicas do escoamento.

Exemplo 4.2: Comparagdo das caracteristicas do escoamento num canal
de drenagem urbana em betéo, considerando crescentes inclinagdes lon-
gitudinais.

Um canal de betdo (n = 0.015 s/m"¥), com inclinagéo longitudinal de
i = 1:900, apresenta uma seccao trapezoidal com largura de rasto de 5 m
e taludes laterais com inclinagdo de 1:2 (v:h). A altura molhada em regime
permanente uniforme é de 2 m.

Nestas condigdes, qual é o caudal, a velocidade média, o nUmero de Rey-
nolds e o nimero de Froude? (considere v = 10° m*s™)

Recalcule o problema com o dobro e o triplo da inclinagdo longitudinal e
comente os resultados obtidos.

Resolucao (analitica directa)

O Quadro 4.1 fornece as expressoes que permitem calcular:

S=(S+2x2)x2=18m2;P=5+2x2 1+2° 513.94m;R=%zl.29m

Da Equacao (4.47) resulta:

a8\ _y e hoo S _(b+2mh 18
dh (dS] (b+4h) 13

dh
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U= Ll.zt)“ (1/900)""* = 2.6 m/s

0.015
0=t 18" 1/900) w47.4m’ss
0.01513.94%" '
2
R‘,=%§23.3x10" F, = 2'61830.5
0 9.8 x
13

O numero de Froude é inferior a 1, 0 que mostra que o escoamento ocorre
em regime lento. A inclinacdo de i = 1:900 designa-se entao por inclinacdo
fraca ou subcritica.

Recalculando o problema para uma inclinagdo longitudinal de i = 2:900,
obtém-se:

U=37m/s; Q=67.1m’/s; R, =4.8x10° F, =1.0

O numero de Froude é igual a 1, o que mostra que o escoamento ocorre
em regime critico. A inclinagédo de i = 2:900 designa-se assim por inclina-
¢édo critica.

Como seria de esperar, 0 aumento da inclinagdo provocou um aumento
da velocidade e do caudal.

Recalculando o problema para uma inclinagdo longitudinal de i = 3:900,
resulta:

U=46m/s; Q=82.1m’/s; R, =59%x10% F, =15
O numero de Froude é superior a 1, 0 que revela que o escoamento ocorre
em regime rapido. O canal diz-se entdo de inclinagéo forte ou supercritica.

Como era previsivel, a velocidade e o caudal atingem os seus valores
Maximos.

Em todos os casos, o nimero de Reynolds é da ordem de 10°, comprovan-
do a validade da hipétese de considerar o escoamento turbulento rugoso.

O Exemplo 4.3 mostra como resolver um problema inverso, ou seja,
conhecidas as caracteristicas do canal e o caudal a escoar, como avaliar
a altura molhada em regime permanente uniforme.
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Exemplo 4.3: Determinagao da altura molhada num escoamento perma-
nente e uniforme, conhecidas as caracteristicas fisicas do canal e o cau-
dal a escoar.

Determine a altura molhada em regime permanente uniforme e o nimero
de Froude, no caso de o canal com a inclinacédo de i = 3:900, referido no
Exemplo 4.2, passar a escoar um caudal de apenas 0.5 m¥s.

Resolucao (numérica)

A Equagéo (4.48), que neste caso toma a forma:

O 155/*1 =1 [(b+xm)h]” a2

n P oy opfiex? ]2’3

ndo permite explicitar o valor de £, pelo tera de ser resolvida numericamente.

O objectivo é entdo determinar os zeros da seguinte fungéo:

15” 1 [(b+xh)h]? e
F Q Pz/; _Q__ [( ) ] = 1/2
h [b+2h\/1+x ]

Mais uma vez, o processo de célculo adoptado sera analogo ao apresen-
tado na alinea B) do Exemplo 4.1.

Os resultados sao:
h=0.11meF, =0.7

E importante notar que a inclinagdo de i = 3:900, qualificada anteriormente
como inclinagéo forte, passa agora a qualificar-se como inclinagdo fraca
(F.< 1), o que evidencia que a qualificagdo da inclinagéo longitudinal de
um canal depende do caudal.

Nota: A abordagem anterior é extensivel ao caso dos colectores (secgao
circular), bastando para isso alterar em conformidade as caracteristicas
geométricas da seccgao.

Capacidade de transporte

A equagéo de Manning pode ser escrita na forma:
; v 188
0=K"i"? onde X' = ——5 (4.49)
n P
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Ao valor K* chama-se capacidade de transporte, uma vez que, fixada a
inclinagdo longitudinal, o caudal € directamente proporcional a esse
parametro.

Nas seccdes compostas, as tensdes nas fronteiras liquidas entre as sub-
seccdes podem ser desprezadas, quando comparadas com as tensdes
nas fronteiras soélidas. Resulta desta simplificagdo que o caudal total sera
a soma dos caudais em cada subseccdo. O mesmo é dizer que a capaci-
dade de transporte de uma seccdo composta € a soma das capacidades
de transporte de cada uma das suas N subsecgées.

A capacidade de transporte de N subsecc¢des pode ser relacionada com
os coeficientes de Coriolis e de Boussinesq recorrendo as Equagdes
(4.15) e (4.16), respectivamente, resultando as seguintes expressoes:

(4.50)

o =—H___ i (4.51)

O Exercicio 4.2, incluido no subcapitulo 4.6, ilustra a determinacédo da
capacidade de transporte através dos coeficientes de Coriolis e de
Boussinesq.

Seccdo hidraulicamente mais eficiente

Fixados o material de construgdo do canal e a sua inclinagéo longitudinal,
estamos agora em condi¢cdes de pesquisar qual o tipo de geometria da
seccao transversal que € hidraulicamente mais eficiente, para escoar um
regime permanente e uniforme. Das varias secg¢des transversais com igual
area, a seccao hidraulicamente mais eficiente sera aquela que maximiza
o caudal escoado. Para maximizar o caudal escoado, ha obviamente que
minimizar as forgas de atrito, o que equivale a minimizar o perimetro hi-
draulico da secgéo, como se depreende da andlise da Equagéo (4.48).
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A seccao semicircular é a mais vantajosa do ponto de vista da minimiza-
c¢ao do perimetro hidraulico. No entanto, ndo é correntemente utilizada
em canais, uma vez que do ponto de vista construtivo € de mais onerosa
implementacdo, quando comparada com as sec¢des rectangulares e tra-
pezoidais.

Naturalmente, a analise que de seguida se apresenta so faz sentido quan-
do ndo existirem restricdes de outra ordem, tais como restricdes urbanis-
ticas, construtivas, geotécnicas e hidraulico-regulamentares, que possam
limitar a liberdade da pesquisa do desenho 6ptimo da seccéao transversal.

A seccao hidraulicamente mais eficiente obter-se-a entdo impondo as
condigoes:

2
f=0;!\~dr—£>0
dh dh?

Para o caso da seccdao trapezoidal, a imposicado das condi¢cdes anteriores
conduz a seguinte equacgao:

b+2hx =2h(x* +1)"? (4.52)

b+2 hx

Figura 4.10 — Secc¢éao trapezoidal hidraulicamente mais eficiente.

A Equacdo (4.52) mostra que a secgao trapezoidal hidraulicamente mais
eficiente ocorre quando a largura da superficie livre € dupla do compri-
mento molhado do talude.

Trata-se, portanto, da seccédo transversal correspondente a metade de
um hexagono regular de base horizontal.

De seguida, analisa-se o caso da secgao circular hidraulicamente mais
eficiente.

Nas redes de drenagem urbana, os colectores prefabricados de seccéo
circular sdo muito utilizados. Ao contrario dos canais, no caso dos colec-
tores, a secgao transversal circular é imposta a priori. O problema reduz-se
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entdo a determinagéo da percentagem da secgédo transversal circular, que
deve ser ocupada pelo escoamento com superficie livre e regime perma-
nente uniforme, de modo a maximizar o caudal escoado.

A seccdo molhada, S, é a fracgdo da seccéo transversal do colector cir-
cular utilizada pelo escoamento (ver Quadro 4.1):

| :
S=§@—mmﬁnD2
O perimetro molhado é dado por (ver Quadro 4.1):

1
P=—D
528

Resulta entdo que a maximizacao do caudal, fixados que estéao os restan-
tes parametros, corresponde a:

d_Q 0¢> d(sSf})_ Ad2Q<0 d.’! (SSJ’J]

= p3 =0 had p3 &

ap ~  dp dp’ dp’
Ao fim de alguma manipulagao analitica, obtém-se o seguinte resultado:

p=303.5°=h =§(l —cosg) =

h=0.94D (4.53)

Figura 4.11 — Seccéo circular hidraulicamente mais eficiente.

A Equacgéao (4.53) mostra que o caudal maximo escoado numa secgao
circular ocorre quando a altura uniforme é 94% do didmetro do colector.
Na pratica, adoptam-se alturas inferiores (da ordem dos 80% do diame-
tro) para evitar a instabilidade que resultaria da redugdo da capacidade de
transporte provocada por um aumento pontual da altura uniforme acima
de 94% do diametro.
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No Exercicio 4.3, que consta do subcapitulo 4.6, apresenta-se um exem-
plo com a determinagéo das dimensdes da secgéo rectangular hidraulica-
mente mais eficiente.

4.5 Consideracoées finais

Como ja foi referido, nos canais ndo é usual o regime critico. No entanto,
quando se pretendem instalar estruturas de medi¢do de caudais — como,
por exemplo, canais Venturi ou descarregadores Bélanger —, € este o re-
gime de escoamento que se instala na sec¢ao de controlo. Uma vez insta-
lado o regime critico, bastara medir a altura molhada na seccéo de con-
trolo para, de forma biunivoca, conhecer o valor do caudal.

O regime critico também ¢ importante para o tragado das curvas de regolfo
que caracterizam o andamento da superficie livre, no caso do escoamento
gradualmente variado.

O escoamento gradualmente variado, o escoamento rapidamente variado
e 0 escoamento variavel constituem outras formas de escoamento com
superficie livre. A sua andlise, em certos casos, introduz um novo aspecto
néo aplicado neste capitulo: a conservagao da quantidade de movimento
expressa pela Equacao (4.18). As referéncias bibliograficas apresentadas
poderao constituir um bom auxiliar para o leitor mais interessado que pre-
tenda aprofundar os seus conhecimentos sobre estes tipos de escoa-
mentos com superficie livre.

4.6 Exercicios

Exercicio 4.1: Calculo do coeficiente de energia na secgao transversal
composta de um canal que atravessa uma zona urbana.

Um canal que atravessa uma zona urbana apresenta uma secgéo trans-
versal constituida por trés subseccdes com dreas S, =3 m?, S, =5,=1.5 m?,
tal como representado na Figura 4.1. Sabendo que as velocidades séo
U =18 m/se U,= U, =1.2 m/s, determine o valor do coeficiente de
Coriolis da sec¢éo composta.

Resolucao

A Equacéo (4.15) toma a forma:

- S,Li +8,U; +S,U; . S,U, +8,U, + 85U,
U (S, +8,+85;) (S)+5, +83)
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- (S]U]3 +SEU.§ +S3U;)(S, +8S, +85,)°
S,\U, +8,U, +SaU3)3

Substituindo os dados do problema na expressao anterior obteremos
a=1.12, ou seja, de facto a = 1.

Exercicio 4.2: Célculo da capacidade de transporte da secgao transver-
sal composta de uma vala de drenagem de uma zona verde urbana.

Considere a vala de drenagem, em betdo, de uma zona verde urbana,
representada na Figura 4.12. Adoptando as trés subseccgdes delimitadas
a traco-ponto, considerando uma inclinagao longitudinal de 1:1000 e um
coeficiente de Manning de n =0.015 s/m'?, determine a capacidade de trans-
porte, o caudal, o coeficiente de Coriolis e o coeficiente de Boussinesq.

‘7’5'\ J % T [

Im

ho———————————— - =

o= =====-

77
Im '0.25m
Figura 4.12 — Seccdo composta da vala de drenagem.

Resolucao

P =205 +0.5% =1.414m
P, =P, =1++025% +1*> =2.031m
S, =1x1+1x0.5/2 =1.250m>

S, =8; =1x1+0.25x1/2 =1.125m’
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Pela Equacao (4.49), pode-se calcular:

K| = S 5> = 50.589 m’s
LT0015 p2s T ‘
1 55
K* =K. = il = 75 3
» =K; 0,015 p.23 76.751 m/s

A capacidade de transporte sera:

K|+ Ko+ K3=177.928m7s

E o caudal total é:

Q0 =177.928 m*/sx (1:1000)"* = 5.627m’/s

Os coeficientes de Coriolis e de Boussinesq s&o calculados por simples
substituicdo dos K; e dos §; nas Equacdes (4.50) e (4.51):

a=1074=1; o’=1.024=1

Exercicio 4.3: Determinacao das dimensodes da secgéo transversal rec-
tangular hidraulicamente mais eficiente de uma vala de drenagem.

Vai ser construida uma vala de drenagem, em betdo, com uma seccgéo
transversal rectangular de 2 m? Determine as dimensdes da seccao trans-
versal hidraulicamente mais eficiente.

Resolucao

Trata-se de calcular a seccao hidraulicamente mais eficiente, ou seja, fixada
a drea da secgdo transversal, S = C*, pretende-se determinar quais as
propor¢coes da seccgdo rectangular que maximizam a sua capacidade de
transporte.
A minimizag&o do perimetro conduz a:

dP as1 1

P=2h+b¢P=2h+£ = —=0e2+——-—8=0
h dh dhh kW

Como §=0 e S=C"=bh =b=2h
dh

S=2hh=2m> e h=Ilm=b=2m
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Conclui-se que a secgado rectangular hidraulicamente mais eficiente é
aquela para a qual a largura é o dobro da altura molhada.

Nota: Confirmacao de que o extremo identificado € um minimo.

2
d’p _£>0 pois h > 0 = o extremo é um minimo

an’ K
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5.1 Nota introdutoria

A hidrologia urbana & o ramo da hidrologia que estuda as zonas urbanas
e metropolitanas onde predominam as superficies quase impermeaveis e
um relevo artificial do terreno, analisando em particular o impacto do de-
senvolvimento urbano no ciclo da agua e as formas de minimizar os seus
efeitos negativos.

A grande maioria dos estudos de hidrologia urbana incide sobre a andlise do
escoamento superficial que, por sua vez, se relaciona estreitamente com a
protecgao contra os fendmenos catastroficos provocados pelo movimento
da agua a superficie do solo (e. g., cheias, deslizamento de taludes). A ana-
lise criteriosa do escoamento superficial que inclui a determinagéo do caudal
de ponta, do volume escoado e da forma do hidrograma para um dado pe-
riodo de retorno, constitui um dos mais importantes factores de sucesso de
projectos de sistemas de drenagem de aguas pluviais urbanas. Erros come-
tidos nestas estimativas poderao introduzir incoeréncias graves no desen-
volvimento de projectos, acarretando obras subdimensionadas ou sobredi-
mensionadas. E importante reconhecer também que os valores obtidos neste
célculo serdo sempre aproximados, devido a deficiente caracterizacgao fisio-
grafica e climatica das bacias urbanas, as incertezas hidrolégicas dos pro-
cessos envolvidos, as simplificagoes dos métodos disponiveis e aos critérios
adoptados. As bacias urbanas sdo entidades complexas com uma elevada
variabilidade espacial das suas caracteristicas fisiograficas (Figura 5.1).

No estudo de uma bacia urbana, deve-se ter especial atencdo aos se-
guintes aspectos:

e Tipo de uso do solo previsto para a bacia, sobretudo no que se refere a
impermeabilizacdo e outras intervengdes humanas que possam, por
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exemplo, reduzir o tempo de concentragao da bacia ou levar a ocupa-
¢ao de areas inadequadas; de referir, em particular, a ocupacgao de leitos
de cheia das linhas de agua, nomeadamente as efémeras;

e Efeitos causados pelas obras em estudo, a montante e a jusante do tro-
CO em que se vai processar a intervencgao.

Uso do solo (e. g., zonas impermedaveis)

Sistema de drenagem (e. g., colectores)

Armazenamento (e. g., 4gua no solo)

Entradas e saidas
(e. g., precipitagdo, escoamento)

Caracteristicas fisiograficas
(e. g., geométricas, solos, relevo)

Bacla urbana

Figura 5.1 — Variabilidade espacial das caracteristicas fisiograficas
e hidrolégicas das bacias urbanas.

E possivel identificar trés fases estruturantes de um projecto de drenagem
urbana, cuja sequéncia se apresenta na Figura 5.2. A fase 1 é condicio-
nada por aspectos socioeconémicos, e nesta se incluem analises de risco
e escolha do periodo de retorno dos fendmenos relevantes. As fases 2 e
3 sdo de indole mais técnica. A fase 2 esta relacionada com estudos de
hidrologia urbana (determinagéo da chuvada de projecto e do hidrograma
e caudal de projecto, nomeadamente através de modelos de precipita-
cao-escoamento) e a fase 3, com estudos ja na area da hidraulica urbana
(e. g., dimensionamento de sumidouros, colectores, canais).

Neste capitulo, dedicado a hidrologia urbana, abordar-se-a de forma su-
cinta alguns aspectos e conceitos basicos com relevancia para o estudo
de sistemas de drenagem de aguas pluviais. Serdo focados aspectos
relacionados com o balanco hidrolégico, a bacia hidrografica, o coeficien-
te de escoamento e o tempo de concentragédo. Os volumes subsequentes
irdo incidir mais especificamente sobre os processos hidrologicos de pre-
cipitacao e escoamento superficial, e os modelos de precipitagcdo-escoa-
mento usados em hidrologia urbana.

A seguinte bibliografia serviu de base a construgcéo deste capitulo: Chow
et al. (1988), Singh (1992), Tucci (2001), Gribbin (2002) e Lencastre e Franco
(20083).
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Fase 1 Analise de risco;
Escolha do tempo
de recorréncia

Aspectos sociais
e econdémicos

Definigdo da chuvada

de projecto;

Determinagéo do Hidrograma
e caudal de projecto

Fase 2
Hidrologia

Fase 3 Dimensionamento
Hidraulica p—D (0 sistema
de drenagem

Figura 5.2 — Sequéncia de fases de um projecto de drenagem urbana.

5.2 Balanco hidrolégico

O conceito de balango hidroldgico traduz o principio da conservagéo da
massa num determinado espaco e durante um determinado intervalo de
tempo At:

AS
= _g - (5.1)
A7 qa— 4.

sendo AS a variacdo de volume observada nesse espago, ¢, o fluxo mé-
dio afluente e ¢, o fluxo médio efluente durante o intervalo de tempo At.

Ou seja,

SZ _‘Svl _ qal + qa2 _ qel + q@z , AI%O (52)

At 2 2

em que os indices 1 e 2 se reportam, respectivamente, ao inicio e fim do
intervalo de tempo At = t,-t, considerado no balanco hidroldgico.

Assim, por definicdo, uma equagao do balanco hidrolégico (ver Figura 5.3)
relaciona as entradas e saidas de agua (afluéncias e efluéncias), ocorridas
num determinado espacgo e durante um certo periodo, com a variagéo do
volume do mesmo liquido no interior desse espaco, durante o intervalo de
tempo referido, ou seja:

Afluéncias - Efluéncias = Variagdo no Armazenamento de Agua
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Figura 5.3 - Idealizagdo do balango hidrolégico.

Contudo, as variaveis hidrolégicas envolvidas, tais como a precipitagéo,
evaporagao, infiltracado e o escoamento superficial, variam ao longo do tem-
po. Assim, a forma geral de uma equacgao do balango hidroldgico deve ser
escrita da seguinte forma:

J;r+.&f q,(t) dt _J;HN q.(t)dt =St +At)-S() (5.3)

em que q,(1), q.(t) e S(t) representam as leis de variagdo com o tempo,
respectivamente, das afluéncias, das efluéncias e do armazenamento de
agua no interior do espacgo.

A Equacéo (5.3) assume que as entradas, saidas e o armazenamento néao
variam no espaco (e. g., ha area da bacia de drenagem urbana); caso con-
trario, cada um dos termos da equagao que varie no espago deve expri-
mir-se por um valor agregado representativo da area.

A equacgéo do balanco hidroldgico € basica em hidrologia e todas as ana-
lises tém forcosamente de verificar esta equacao. Caso contrario, a ana-
lise ndo estara correcta. A aparente simplicidade desta equacéo é enga-
nadora. Na grande maioria dos problemas hidrolégicos, varias variaveis
podem ser desconhecidas ou extremamente dificeis de estimar. O termo
S(7) esta relacionado com o termo ¢,(f), mesmo sem existéncia de qual-
quer ¢,(7). Além disso, estes termos variam com o tempo como expresso
na Equagéo (5.3).

Nalgumas componentes do balango, como é o escoamento superficial R,
pode considerar-se a parte que entra (R,) no espago em estudo e a que
sai (R,). Para outras variaveis, o fluxo s se faz num sentido (e. g., a pre-
cipitacao so existe como entrada).
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Um balango hidrolégico pode ser aplicado a qualquer espago ou regido
delimitada por limites topograficos ou definida arbitrariamente, num curto
ou longo intervalo de tempo. No entanto, em termos praticos, torna-se
muito dificil ou mesmo impossivel efectuar o balanco hidrolégico nalgu-
mas situagdes, nomeadamente por ndo ser possivel conhecer todos os
termos da equagdo. Assim, privilegia-se a aplicacdo do conceito de ba-
lango hidrolégico a intervalos de tempo especificos e para espagos topo-
graficamente bem delimitados, como é o caso de bacias de drenagem.

O conceito de balango hidrolégico estabelecido a escala de uma bacia
hidrografica pode ser aplicavel a intervalos de tempo iguais ao ano, desde
que, no inicio de cada ano (ano hidrolégico), o armazenamento de agua
na bacia seja praticamente idéntico. E o que se passa em Portugal, no
final da estiagem, em que esse armazenamento é muito baixo.

O balango hidrolégico utiliza-se para:

e Afericdo conjunta dos valores dos seus termos, quando 0s mesmos sao
determinados separadamente;

e Estimacgédo de um deles, quando nido ha possibilidade de o medir direc-
tamente;

e Analise dos efeitos produzidos nos valores dos restantes termos da
equacado pelas modificagdes introduzidas num ou mais desses termos
por diversas acgdes do Homem (e. g., urbanizagdo de zonas agricolas
ou florestais, modificagdo do coberto vegetal devido, por exemplo, a um
fogo florestal).

E importante manter actualizado o balanco hidrolégico de uma determi-
nada bacia urbana ou rural como forma de previsdo, planeamento e
controlo de recursos hidricos existentes.

De seguida, apresenta-se um exemplo de um balanco hidrolégico numa
bacia de retencdo urbana e, no subcapitulo 5.5, um exercicio sobre o
balango hidrolégico numa bacia urbana (Exercicio 5.1).

Exemplo 5.1: Balango hidrolégico numa bacia de retencéo urbana.

Uma bacia de retencao urbana (ver Figura 5.4), num determinado instante,
tinha armazenado 3000 m* de &gua. Nesse instante, o caudal afluente a
bacia era de 1.50 m*/s e o caudal efluente de 2.00 m*/s. Ao fim de uma hora,
os caudais afluente e efluente aumentaram de forma linear para 2.00 m¥/s
e 2.05 m%s, respectivamente. Nao houve precipitacdo nessa hora. Qual
foi a variagdo do volume de agua armazenado na bacia de retencao,
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supondo que nado ha perdas por infiltragao? Qual foi o volume total arma-
zenado no final dessa hora?

= qa
N 8 S

Figura 5.4 — Componentes do balango hidrolégico a considerar
no estudo de uma bacia de retengéo urbana.

Resolucao

Usando as Equacgdes (5.1) ou (5.2) do balanco hidrolégico, entéo:

IZ+ a. €+ e.
As o ooy, GeTd2 (5.4)

2 2

Substituindo os valores, obtém-se a variacdo do volume de agua armaze-
nado na bacia de retencéo:

1.5+2.0 2.0+2.05
S= —— x3600.—— x 3600 =-990 m*

2 2

Conclui-se que o armazenamento de agua na bacia de retencao, apos
uma hora, é inferior ao inicial (AS com sinal negativo), ou seja:

S,=85,+AS8 =3000-990=2010 m’

5.3 Bacia de drenagem urbana

5.3.1 Conceito e delimitacao

Uma bacia de drenagem urbana é constituida por um sistema de linhas de
agua naturais e drenos artificiais que se interligam entre si, formando uma
rede de drenagem mais ou menos hierarquizada (curso de agua principal
e seus afluentes e subafluentes). Uma bacia define-se para uma dada
seccao de uma linha de agua ou de um canal e corresponde a area geo-
grafica que capta a agua da chuva que escoa pela superficie do solo e
atinge essa secc¢éo considerada. Esta seccado designa-se por sec¢ao de
referéncia da bacia e é, portanto, a Unica saida dos volumes de agua
efluentes assumindo que se podem desprezar as aguas subterraneas (o
que acontece por norma).
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Numa bacia urbana, dependendo da sua area, o sistema de drenagem é
constituido por valetas, valas, canais, tubos de drenagem perfurados, gale-
rias, emissarios e colectores pluviais e linhas de agua naturais, existentes
ao nivel do loteamento, da rede urbana primaria e da bacia hidrografica.

As bacias de drenagem sao separadas por linhas de cumeada que cons-
tituem naturalmente linhas divisérias do escoamento superficial. Estas

linhas chamam-se linhas divisorias topograficas.

A linha divisdria topogréfica coincide com as linhas de cumeada
que separam vertentes por onde as dguas se escoam para talve-

gues diferentes.

A Figura 5.5 procura ilustrar a forma como se faz a delimitacdo de uma
bacia através da linha divisoria topografica numa carta hipsométrica. Essa
delimitagdo é determinada topograficamente, acompanhando as linhas
de cumeada e cruzando sempre ortogonalmente as curvas de nivel em
direccao a seccao de referéncia (i. e., seccdo em estudo) da bacia.

A delimitag@o da bacia de drenagem também pode ser feita atendendo a
geologia da bacia, definindo-se a linha diviséria freatica. Esta linha fixa os

: Linha
BACIA divis%
e ey \
-_-i] 40
Linha de \
e I
agua i

60 — ’ {
d I'
;o / \ I
— | | \ 1
< | | - ~———
70 /) D I . 30
r.i' ."‘l .Ii - T iec\bﬂa ual\ >{
/[ | paticuade agua 7"\, Secgdo de
N - \ s
' b \referéncia

Lo |
\ \

r / \
\ - X \
\ \ \‘I.

Figura 5.5 — Definigdo da linha diviséria topografica de uma bacia de drenagem
numa carta topografica (adaptado de Gribbin, 2002).

CONCEITOS BASICOS DE HIDROLOGIA



150

limites da area que contribui, com agua do solo, para alimentar a bacia
(Figura 5.6). Dificuldades na definicao desta linha nas bacias urbanas e a sua
variabilidade no tempo levam a que, na pratica, se considere a delimitacao
da bacia de drenagem somente com base na linha divisoria topografica.

Linba:dWistria Linha diviséria freética

na época himida

Linha de agua
intermitente

Toalha fre atica na época seca

Figura 5.6 — Linha diviséria topogréfica e linha divisoria freatica
(corte transversal em trés bacias adjacentes).

A bacia urbana a estudar depende da obra a ser executada (e. g., ponte,
acude, sarjeta ou sumidouro) e, portanto, da localizagdo da correspon-
dente seccao transversal definida na linha de agua.

Uma bacia de drenagem (urbana ou natural) diz-se exorreica (Figura 5.7,
a esquerda), se a drenagem ¢é feita directamente para o mar ou rio; endor-
reica (Figura 5.7, a direita), se a drenagem se da para um lago no interior
da bacia; arreica, se nao se verifica escoamento superficial; e criptorreica,
se a linha de agua se infiltra no solo, em sumidouros ou algares (abertura
no solo numa regido calcaria, que tem comunicagdo com a rede de dre-
nagem subterranea, através da qual a agua que escorre a superficie pas-
sa para a profundidade) (LTG, 2008). A maior parte das bacias urbanas
sdo exorreicas. A linha divisoéria atravessa a linha de agua na seccéo de
referéncia. Se a bacia é endorreica, ndo ha uma secgéo de referéncia
(Figura 5.7, a direita).

E importante distinguir entre as varias contribuicées para o caudal numa
dada seccdo de um curso de agua. Na Figura 5.8, apresentam-se os trés
tipos basicos de escoamento numa bacia hidrogréfica (e. g., superficial,
hipodérmico e subterraneo) e as correspondentes componentes do cau-
dal numa dada seccé@o de um curso de agua: escoamento directo, inter-
meédio e de base.

A agua, ao infiltrar-se, move-se na zona néo saturada do solo em direc¢édo
ao lengol freatico. Contudo, parte dessa agua pode criar caminhos prefe-
renciais que geram escoamentos superficiais a jusante chamados de res-
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surgéncias (Figura 5.9). Em bacias urbanas, normalmente, estes escoa-

mentos hipodérmicos ou subsuperficiais consideram-se integrados no
escoamento superficial.

Linha Divisoria

Rio ou
i TR —_
Mar \“‘ it /

Secgio de Referéncia
Rede de Drenagem

Figura 5.7 — Delimitacdo de bacias de drenagem através da linha diviséria
topografica: bacia exorreica (a esquerda) e bacia endorreica (a direita).

Escoamento Directo

Escoamento
> Superficial
Escoamento™
Hipodérmico
e

Escoamento Intermédio

Caudal

Escoamento Base
P

Total (directo +
intermédio + base)
I'd

Escoamento
Subterriineo

Caudal

Tempo
Figura 5.8 — A esquerda: tipos de escoamento numa bacia de drenagem; a direita:
componentes basicas do escoamento numa dada secg¢édo de uma linha de agua.

Infiltracao

i
» Caminhos preferenciais

Toalha freética

Figura 5.9 — Caminhos preferenciais da agua na zona néo saturada
do solo dando lugar a ressurgéncias.
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5.3.2 Caracteristicas fisiograficas

As caracteristicas fisiogrdficas das bacias de drenagem, que determinam
0 seu comportamento hidrolégico, séo:

e Geometria;

¢ Sistema de drenagem;
* Relevo;

e Geologia e solos;

e Vegetacao.

Geometria

A drea da bacia é a area plana, em projeccdo horizontal, definida pela
linha diviséria topografica. E normalmente expressa em quilémetros qua-
drados (ou hectares). Do ponto de vista hidrolégico, as bacias podem ser
classificadas em grandes, médias e pequenas. Esta classificacdo ndo se
baseia somente na area da bacia, mas também em factores dominantes
na geracao do escoamento superficial e subterraneo. As bacias urbanas
Cuja area € pequena sao, por norma, sensiveis a chuvas de grande inten-
sidade e as diferencas de uso do solo, ndo sendo muitas vezes o escoa-
mento superficial dominado pelas caracteristicas da rede de drenagem
primaria.

A forma planimétrica de uma bacia urbana é muito importante, pois deter-
mina o tipo de resposta da bacia a precipitagdo e condiciona o tempo de
concentragdo da bacia (ver secgéo 5.3.4).

A forma de uma bacia pode classificar-se em arredondada, alongada e
mista.

A forma da bacia urbana indica a maior ou menor tendéncia para a
ocorréncia de cheias.

A sua forma influencia o hidrograma de cheia, especialmente em pequenas
bacias de drenagem, como as bacias urbanas. Por exemplo, se a bacia for
alongada, a agua ira demorar mais tempo a chegar das zonas mais remo-
tas até a secgao de jusante e, consequentemente, o hidrograma de cheias
sera mais “achatado” (Figura 5.10, a esquerda). As bacias arredondadas,
mais compactas, terdo um caudal de ponta mais acentuado (Figura 5.10,
ao centro). De referir que estas bacias mais compactas tém maior proba-
bilidade de serem cobertas por nucleos de grande intensidade de preci-
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pitagdo durante uma chuvada convectiva. Bacias com formas mistas tém
um comportamento que traduz a sobreposi¢cao das duas situagoes refe-
ridas (Figura 5.10, a direita). Note-se que ha outros factores que tém um
efeito maior no comportamento dos hidrogramas de cheia de uma bacia
hidrografica do que a sua forma planimétrica. Nos casos A e B, represen-
tados na Figura 5.11, a forma da bacia ¢é idéntica mas a distribuicdo da
rede de drenagem dentro da bacia é diferente. No caso A, a linha de agua
principal corre para a parte mais larga da bacia. No caso C, da Figura 5.11,
a forma da bacia pode originar um hidrograma com dois picos de cheia.

Bacia A Bacia B BaciaA+B ,—

Caudal

Figura 5.10 - Influéncia da forma da bacia de drenagem (alongada, arredondada
e mista) na forma dos hidrogramas de uma bacia urbana (adaptado de Singh, 1992).

B F L.C /P
5 P = % Mt H N
= = L%a E L )#/?-‘--\ )
Esl - —
5 -
o
@]
Tempo

Figura 5.11 - Influéncia da forma da bacia de drenagem na resposta
hidrolégica de uma dada bacia.

Podem usar-se parametros empiricos para auxiliar na classificagdo das
bacias de drenagem quanto a sua forma. Um desses parametros € o Coe-
ficiente de Compacidade, K. Este parametro relaciona o perimetro da bacia
de drenagem, com o de um circulo de raio r que tenha area igual a area
da bacia:

/A P
F=.— = K. = (5.5a)
T N
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Assim,

0.28 P
K, =2"2" (5.5b)

VA

sendo P o perimetro da bacia e A a area da bacia. De acordo com esta
definicdo, um coeficiente minimo igual a unidade corresponderia a uma
bacia circular; quanto mais alongada for uma bacia, tanto maior sera o
coeficiente de compacidade.

Se os outros factores forem iguais, a tendéncia para maiores cheias numa
dada bacia de drenagem ¢ tanto mais acentuada quanto mais préximo da
unidade for o valor desse coeficiente. Assim, quanto mais o valor de K. se
aproximar de 1, mais arredondada é a bacia e maior é a probabilidade de
ocorrer cheia.

Rede de drenagem

A rede de drenagem é constituida pelo curso de agua principal e seus
afluentes naturais e artificiais (e. g., valetas, canais, colectores). A disposi-
¢ao em planta dos cursos de agua € uma caracteristica importante que
influencia a eficiéncia da drenagem — quanto mais eficiente for a drena-
gem, mais rapidamente se formara uma cheia na bacia e maior sera a sua
magnitude. A Figura 5.12 ilustra a influéncia da extensao da rede de dre-
nagem na resposta hidrolégica de uma bacia.

<~ A — ~ B
N7z ~N

Caudal

Tempo

Figura 5.12 - Influéncia do sistema de drenagem na resposta hidroldgica
das bacias de drenagem.

A natureza dos solos e das condigdes superficiais de uma dada bacia
também pode dar indicacdes sobre a eficiéncia da drenagem: em solos
arenosos, a infiltracao é elevada e existira muito provavelmente um curso
de agua principal dominante; em solos argilosos, sera de esperar uma
rede mais ramificada (ver Figura 5.12).
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Em relagdo a constancia do escoamento, um dado curso de agua pode
ser simultaneamente perene, intermitente e efémero em varios dos seus
trogos, se caminharmos da foz até a nascente (Quadro 5.1 e Figura 5.13).

Quadro 5.1 - Tipos de cursos de agua quanto a constancia do escoamento.

Tipos de curso de agua Explicacao
Mantém sempre um caudal permanente durante
Perenes
o ano todo.
Intermitentes Apresenta um caudal sazonal, somente no periodo

chuvoso, quando o nivel freatico se eleva
e o escoamento subterraneo passa a contribuir
decisivamente para o escoamento superficial.

Efémeros So6 apresenta caudal durante, e logo apoés, chuvadas
intensas.

. =;.\/J\f\, S

OUT DEZ FEV ABR JUN AGO OUT DEZ FEV ABR JUN AGO OUT DEZ FEV ABR JUN AGO

Tempo (meses)

Caudal

Figura 5.13 — Hidrogramas de secgdes transversais de cursos de agua:
perene (a esquerda), intermitente (ao centro), e efémero (a direita).

A curva de duragdo de caudais (curva que indica o numero de dias ou per-
centagem do ano em que um dado valor do caudal € igualado ou excedido)
ilustra bem a diferenca entre os varios tipos de linhas de agua. Na Figura 5.14,
apresentam-se as curvas de duracdo de caudais de linhas de agua eféme-
ras, intermitentes e perenes, sendo evidente a ndo existéncia de caudal em
linhas efémeras e intermitentes em determinados periodos do ano.

Efémera e Intermitente

Caundal Didrio (m%/5)

‘ﬁ
4
+

0 10 20 30 40 50 6 70 S0 9 100
Percentagem do Tempo

Figura 5.14 — Curvas de duragéo de caudais para linhas de dgua efémeras,
intermitentes e perenes.

CONCEITOS BASICOS DE HIDROLOGIA 155



156

O parametro Densidade de Drenagem, D,, relaciona o comprimento total

dos cursos de agua dentro da bacia de drenagem com a area da bacia:
L

D, == (5.6)
A

sendo L, o comprimento total dos cursos de agua existentes na bacia e A

a area da bacia. D, exprime-se geralmente em km/km? ou m/ha. Em prin-

cipio, quanto maior for a densidade de drenagem, tanto mais densa e

eficiente serad a drenagem das aguas superficiais numa dada bacia.

Apesar de importantes, a utilizacdo dos parametros empiricos que visam
a caracterizacao fisiografica de uma bacia, bem como da sua rede de
drenagem, exige alguns cuidados. Devido a sua simplicidade, esses pa-
rametros podem ndo conseguir caracterizar de forma satisfatéria, por
exemplo, o sistema de drenagem. Veja-se o exemplo da Figura 5.15, onde
se apresentam duas bacias de drenagem de igual area e com idéntico
comprimento total das linhas de agua. Consequentemente, D, serd o
mesmo para as duas bacias, o que ndo traduz a realidade da qualidade
da drenagem dessas bacias: a eficiéncia de drenagem é melhor na bacia
A do que na bacia B. Neste ultimo caso, as linhas de agua estao todas
concentradas numa pequena area da bacia.

A B

Figura 5.15 — Bacias de drenagem de igual area e com idéntico comprimento
total das linhas de agua, mas com eficiéncias de drenagem diferentes,
apesar da densidade de drenagem ser a mesma.

Relevo

O relevo de uma bacia de drenagem tem influéncia directa na velocidade
e distribuicdo espacial do escoamento superficial, na resposta da bacia a
precipitacdo e no tempo de concentragéo, na erosao hidrica do solo e no
transporte de poluentes e sedimentos; a orientacdo das vertentes pode
influenciar a ocorréncia de ventos locais. Se se considerar a orientagao da
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bacia, o relevo também influencia a quantidade de energia solar intercep-
tada e, consequentemente, o microclima, o crescimento de vegetagcao e
a distribuicao espacial e temporal da precipitagdo util ao nivel do solo.

O declive médio entre dois pontos do terreno é definido como:

s=2 (5.7)
sendo AH a diferenca de nivel entre os pontos considerados e L a distan-
cia (na horizontal) entre os pontos. Por vezes, aplica-se a Equagéo (5.7) a
bacias de drenagem e considera-se L a maior distancia recta dentro dos
limites da bacia que é possivel medir ao longo de uma direcgao paralela
ao curso de agua principal. L designa-se por comprimento axial da bacia
(Figura 5.16).

™.~ Comprimento do curso de 4gua principal
S

-

' /Comprimento axial da bacia

Figura 5.16 - Distingcdo entre o comprimento axial de uma bacia de drenagem
e o comprimento da linha de &gua principal.

Numa bacia, o declive das encostas pode variar bastante de local para
local e a Equacédo (5.7) ndo consegue representar convenientemente o
declive da bacia. Esta equacdo ndo é mais do que uma aproximagao
grosseira da realidade, apesar de ser utilizada em alguns métodos e mo-
delos hidrolégicos mais simples.

Existem, no entanto, métodos que conduzem a valores mais realistas do
declive médio de uma dada bacia de drenagem, i,,,; de entre os mais
utilizados, refere-se aquele que obriga a medicdo do comprimento L, de
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todas as curvas de nivel implantadas na bacia para uma dada equidistan-
cia, e (i, = L, e/A, com A a area da bacia) e o método das malhas (que
divide normalmente a area da bacia em quadriculas, estima o declive em
cada quadricula e faz a média para toda a bacia).

A curva hipsométrica de uma dada bacia de drenagem retrata o relevo da
bacia (Figura 5.17). Esta curva permite perceber a distribuicao das altitudes
na bacia: em abcissa, representam-se as areas ou percentagens da area
total da bacia que se encontram acima de determinada altitude e, em
ordenada, o valor dessa altitude. A partir da curva hipsométrica, & possivel
determinar a altitude média e a altura média da bacia, bem como a altitude
mediana e a altura mediana, que sdo parametros usados em modelos
simplificados de precipitagdo-escoamento (e. g., Lencastre e Franco, 2003).

Area da Bacia (%)

Figura 5.17 — As curvas hipsométricas representam o relevo das bacias de drenagem:
A - bacia de drenagem de um vale aluvionar e B — bacia de drenagem de meseta.

e Qutra forma de representacdo do relevo é a curva (ou histograma) de
frequéncias altimétricas, que se representa sob a forma de diagrama de
barras (geralmente na horizontal); este diagrama mostra as percenta-
gens das areas da bacia correspondentes aos escaldes de altitude con-
siderados (e. g., de 10 em 10 m ou de 20 em 20 m em algumas bacias
urbanas - ver Exercicio 5.2 e Figura 5.25). E ainda possivel recorrer ao
rectangulo equivalente para ilustrar o relevo de uma dada bacia de dre-
nagem. Este serd um rectangulo tragado a uma escala conveniente,
com dimensées tais (comprimento L e altura b) que o seu perimetro e
area sejam iguais ao perimetro P e area A da bacia de drenagem, onde
se representa a distribuicao hipsométrica da bacia (ver Exercicio 5.2 do
subcapitulo 5.5).
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Geologia e solos

As caracteristicas geoldgicas e o tipo de solo influenciam o regime dos
caudais liquidos nas bacias de drenagem (e. g., escoamento subterraneo,
subsuperficial e superficial) e o caudal solido (sedimentos transportados).
Por exemplo, as bacias impermeaveis urbanas, associam-se linhas de
agua efémeras e intermitentes.

Outro aspecto relevante relaciona-se com as interacgdes entre os cursos
de 4gua e a toalha fredtica (Figura 5.18). Quando uma linha de agua ou
dreno (e. g., vala, colector) intercepta um aquifero, fazendo baixar a toalha
freatica, diz-se efluente (Figura 5.18 — A). Se o leito da linha de agua esti-
ver acima da toalha fredtica, sera a linha de agua a alimentar o aquifero,
chamando-se a linha de agua influente (Figura 5.18 — B). Contudo, ha
situagdes em que a linha de agua se mantém afastada da toalha freatica,
separada por rocha impermeavel ou por uma zona nao saturada (Figura 5.18
— C e D). Note-se que estas classificacbes sao transitorias, porque a
toalha freatica vai alterando a sua posigédo ao longo do ano e ao longo da
linha de agua.

- Toalha fredtica

Zona nao
saturada

Rocha
impermeavel

Figura 5.18 — Possiveis interacgdes entre linhas de agua e a toalha freatica,
a tracejado (adaptado de Singh, 1992).
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Vegetacao

A ocupagéao do solo tem uma influéncia determinante no regime de cau-
dais de uma qualquer bacia de drenagem, sendo esta questéo particular-
mente importante ao nivel de bacias urbanas. A urbanizagdo, em detri-
mento de areas naturais, esta associada a uma maior impermeabilizagao
e tem impactos negativos no escoamento superficial como a criagédo de
maiores pontas de cheia e maiores volumes de escoamento superficial.
A vegetacao (presencga, caracteristicas e manutengao), em bacias de drena-
gem urbanas, afecta o balango hidrolégico interceptando a precipitagéo,
dando origem a evapotranspiragdo, ao mesmo tempo que provoca altera-
¢oes biofisicas no solo, nomeadamente aumentando a porosidade da sua
camada superficial, que favorece a infiltragdo da agua no solo (Figura 5.19).

Caudal
o=

Caudal
=

[ T S S SR T U TR TR AT T SO UM TR T s TR T TR T TN T T TN T TN WA T N N T T

Tempo Tempo

Figura 5.19 - llustracdo de como o aumento da actividade bioldgica no solo
e a profundidade da zona radicular das plantas diminuem o caudal de ponta,
aumentam a resposta hidrolégica da bacia e diminuem o volume total escoado
(adaptado de Macleod et al., 2007).

5.3.3 Coeficiente de escoamento

Por o uso do solo ser determinante no processo de transformacao da pre-
cipitagdo em escoamento, a sua caracterizagdo & sobretudo importante
em estudos hidrolégicos. Em zonas urbanas, nomeadamente quando se
verifica forte expansédo urbana a qual esta associada a impermeabilizagao
crescente dos solos, este aspecto tem de ser estudado com cuidado. Por
exemplo: areas residenciais com alta densidade de ocupacédo tém taxas
de impermeabilizagdo que variam entre 40 e 70%; areas comerciais e
industriais caracterizam-se por taxas de impermeabilizacdo de 70 a 90%.
A impermeabilizagdo de bacias urbanas ndo esta restrita a superficie do
solo: o proprio sistema de drenagem esta por norma impermeabilizado,
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de modo a aumentar a capacidade de escoamento da secc¢éao transversal
do colector, valeta ou canal, e remover rapidamente as aguas pluviais.

O coeficiente de escoamento superficial, C, € um dos parametros cruciais
em hidrologia urbana. Este coeficiente, adimensional, traduz a relacéo entre
o volume de escoamento directo (. e., precipitagao util) e o volume preci-
pitado, ou seja, traduz a parte da precipitacdo total que se transforma
directamente em escoamento superficial:

h

C= f (5.8)

sendo #, a precipitagdo Util e & a precipitagéo total recebida numa dada
bacia de drenagem; a precipitagdo pode ser expressa em mm ou m?.

A altura (total) de precipitagdo é igual ao volume total precipitado
numa bacia hidrografica em determinado periodo de tempo, dividi-
do pela sua area.

A precipitagao util & a parte da precipitacao (total) que se trans-
forma em escoamento superficial directo num sistema de drena-
gem urbano.

Embora os valores do coeficiente de escoamento possam ser determina-
dos experimentalmente, esta tarefa pode ser dificultada por auséncia de
dados relevantes. Por esse motivo, praticamente todos os textos de hi-
drologia, hidrologia urbana e os dedicados a sistemas de drenagem plu-
viais apresentam, para determinadas condigdes, valores usuais para este
coeficiente, o que facilita a tarefa do técnico. Os valores do coeficiente de
escoamento sdo dados em fungao do relevo da bacia, geologia, tipo de
solo e uso do solo. As principais caracteristicas fisiograficas da bacia de
drenagem que afectam o coeficiente de escoamento séo apresentadas no
Quadro 5.2.

Note-se que em bacias urbanas, sobretudo nas que ocupam grandes
areas, é usual ocorrerem variagoes significativas das caracteristicas fisio-
gréficas de local para local. Isso faz com que, muitas vezes, seja neces-
sario obter um valor (médio) para o correspondente coeficiente de escoa-
mento superficial que traduza o comportamento de toda a area, calculan-
do uma média ponderada em relagdo as areas associadas a cada uma
dessas caracteristicas:
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o 2_2 (5.9)

3

onde C representa o coeficiente de escoamento médio caracteristico de
uma area A ndo homogénea, e C, e A, sdo, respectivamente, o coeficiente
de escoamento e a area de cada uma das n parcelas (assumidas homo-
géneas) em que a area A se pode considerar dividida.

Quadro 5.2 — Exemplos de caracteristicas fisiograficas de bacias de drenagem,
e a forma como afectam o coeficiente de escoamento superficial, C.

Caracteristicas fisiograficas

da bacia de drenagem Comportamento esperado

Areas relativamente planas tém um C inferior
a areas com declives elevados.

Solos com infiltragéo elevada (e.g., camada
Infiltracao arenosa profunda) tém um C inferior ao de solos
argilosos, com baixa capacidade de infiltragao.

Relevo

Areas com denso coberto vegetal (e.g., relvados,
arvoredos ou cobertura equivalente) tém um C
inferior ao de areas com coberto vegetal esparso,
ou mesmo ausente.

Cobertura vegetal

Depressoes superficiais do terreno (e.g., bacias de
retengdo urbana, lagos, planicies alagaveis) que
Retencao superficial dao origem a uma elevada acumulagéo de agua
conduzem a um C inferior ao de terrenos em que
a acumulagdo da agua superficial &€ negligenciavel.

Nos Quadro 5.3 e Quadro 5.4 apresentam-se exemplos de coeficientes de
escoamento superficial aplicaveis a areas urbanas para chuvadas inten-
sas com periodos de retorno de dois a dez anos.

Quadro 5.3 — Valores do coeficiente de escoamento C usados
em superficies especificas.

Descricao da area e superficies C

Pavimento:

Asfalto 0.70 - 0.95

Betao 0.80 - 0.95

Calcadas 0.75-0.85

Telhado 0.75 - 0.95
Cobertura relvada, solo arenoso:

Declive plano (0 a 2%) 0.05-0.10

Declive médio (2 a 7%) 0.10 - 0.15

Declive elevado (superior a 7%) 0.15-0.20
Cobertura relvada, solo pesado:

Declive plano (0 a 2%) 0.13-0.17

Declive médio (2 a 7%) 0.18 - 0.22

Declive elevado (superior a 7%) 0.25-0.35
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Quadro 5.4 — Valores do coeficiente de escoamento C usados
em zonas urbanas e periurbanas.

Descricao da ocupacao da area C

Edificacao muito densa:
Zonas urbanas centrais, densamente construidas, 0.70 - 0.95
com ruas e calgadas pavimentadas.

Edificacao nao muito densa:

Zonas urbanas adjacentes ao centro, com menos 0.60 - 0.70
densidade de constru¢cdo, mas com ruas e calcadas
pavimentadas.

Edificagcoes com poucas superficies livres:

Zonas residenciais com elevada densidade de construgéao, 0.50 - 0.60
com ruas pavimentadas.

Edificacoes com muitas superficies livres:
Zonas residenciais com pouco densidade de construgéo, 0.25-0.50
com ruas macadamizadas ou pavimentadas.

Suburbios com alguma edificagao:

Zonas de arrabaldes e suburbios urbanos com pequena 0.10- 0.25
densidade de construcéo.

Matas, parques e campos de desporto:
Zonas rurais, areas verdes, superficies arborizadas, 0.05-0.20
parques ajardinados, campos de desporto sem
pavimentacao.

Para obras em que se exige um periodo de retorno mais elevado (e. g.,
sistemas de drenagem em areas sensiveis), ha que aumentar o valor do
coeficiente de escoamento C apresentado nos Quadro 5.3 e Quadro 5.4
através da expressao:

Cle=CxC, (5.10)

onde C, é o factor de correcgédo (Quadro 5.5) e C'z é o valor do coeficiente
de escoamento a utilizar para eventos com periodos de retorno 7.

Quadro 5.5 - Factor de correcgéo C, do coeficiente de escoamento superficial C para
varios periodos de retorno adoptados no dimensionamento de obras.

Periodo de retorno (anos) Cf
2a10 1.00

25 1.10

50 1.20

100 1.25

5.3.4 Tempo de concentracao

A estimativa do tempo de concentragcéo, do tempo de resposta e das iso-
cronas de bacias urbanas reveste-se da maior importancia para a mode-
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lacdo de sistemas hidroldgicos e para o dimensionamento e a reabilitagdo
de sistemas de drenagem de aguas pluviais urbanas.

O tempo de concentracdo de uma bacia de drenagem define-se
como o tempo que leva uma particula de agua (resultante de uma
chuvada razoavelmente intensa) para atingir a sec¢do de referén-
cia, partindo do ponto cinematicamente mais afastado desta, loca-
lizado nos limites da bacia.

O tempo de concentracdo depende das caracteristicas fisiograficas da
bacia, da ocupacéao do solo, do sistema de drenagem e da precipitagcéo.
Sao exemplos:

e Area da bacia;

e Comprimento e declive do curso de agua principal;

e Forma da bacia;

¢ Declive do terreno;

e Declive e comprimento dos afluentes;

¢ Tipo de coberto vegetal;

¢ Tipo de ocupagéo do solo;

¢ Rugosidade hidraulica das varias componentes do sistema de dre-
nagem;

¢ Intensidade da precipitacéo;

e Caracteristicas pedologicas e geoldgicas;

e Teor de humidade da camada superficial do solo.

A determinacao do tempo de concentragdo de bacias de drenagem esta
sujeita a incertezas. Em bacias urbanas, a sua estimagao pode ser feita
por varios processos:

a) Recorrendo a férmulas empiricas, aplicaveis regra geral a terrenos livres;
b) Por medicao directa usando tragadores;

c) Através da estimativa da velocidade média do escoamento superficial
na bacia até a seccdo em estudo, atendendo a cobertura e declive da
bacia de drenagem;

d) Através de valores tabelados, recorrendo a bibliografia existente.
Para a determinacao do tempo de concentragéo em bacias urbanas, tam-

bém é possivel utilizar um sistema misto, que inclui: (1) medicao directa
do tempo de entrada do escoamento superficial no sistema de drenagem
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(sumidouro ou sarjeta), usando tragadores (e. g., fluorescentes); (2) esti-
mativa do tempo de trajecto da agua nos colectores, canais, valetas e
valas através das suas caracteristicas hidraulicas.

Estimativa recorrendo a formulas empiricas

Diversas férmulas tém sido propostas para determinar o tempo de con-
centracdo, 7., em fungéo de caracteristicas fisicas da bacia, da sua ocu-
pacao e da intensidade da chuva. Estas férmulas resultam da analise da
informacao de campo, e possibilitam a obtencao de equagoes de regres-
sdo. Importa lembrar que a maioria destas expressoes € empirica e, por-
tanto, s sdo validas em condi¢cdes semelhantes as da sua determinacéo.
A adopcéao de qualquer destas formulas merece especial atencéo, para se
evitar, por exemplo, o equivoco de utilizar, em areas urbanas, formulas ori-
ginalmente desenvolvidas para dreas rurais. Estes métodos empiricos séo,
no entanto, expeditos; ndo exigem dados de entrada detalhados e sédo es-
pecialmente relevantes para a fase preliminar de estudo de bacias urbanas.

Muitas dessas féormulas ndo permitem entrar em consideragcao com a he-
terogeneidade das caracteristicas fisiograficas da bacia (e. g., uso do solo,
tipo de vegetacao). De facto, o tempo de concentragdo ndo é constante
para uma dada bacia urbana; varia tanto com o tipo de recobrimento ve-
getal como com as caracteristicas espaciais e temporais da precipitagao.
Nas bacias urbanas, o tempo de concentragao é, por norma, inferior ao
das bacias rurais, dada a menor intercepgao pelo coberto vegetal (a quan-
tidade de agua precipitada que atinge a superficie do solo é superior), a
baixa infiltragdo (o volume de escoamento superficial é superior) e a maior
canalizagcao do escoamento (e. g., valas, colectores, estradas com menor
resisténcia ao escoamento). Para periodos de retorno superiores a dez
anos, a influéncia da vegetacdo é muitas vezes desprezada. O tempo de
concentragao é tanto menor quanto maior for a intensidade da precipi-
tacao e o teor de humidade da camada superficial do solo.

Como referido anteriormente, existem muitas formulas empiricas que per-
mitem estimar o tempo de concentracdo em fungédo das caracteristicas
fisiograficas das bacias de drenagem (rurais e urbanas). Apresentam-se
de seguida somente alguns exemplos.

e Férmula de Kirpich (e. g., Lencastre e Franco, 2003, Chow et al., 1988):

0.385

1, =o.0195><(—_‘) (5.11)

1
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-l (5.12)

sendo ¢, o tempo de concentracdo (minutos), L o comprimento do curso
de agua principal (m), AH a diferenca de nivel entre as respectivas extre-
midades (m) e i o respectivo declive médio (m/m).

Esta formula € recomendada para bacias rurais (0.50 a 45.3 ha) com
canais bem definidos e declives compreendidos entre 3 e 10%. Se a apli-
cacdo em causa envolver escoamento em canal em zonas urbanas, o
valor de ¢, obtido através da Equacéao (5.11) deve ser multiplicado por 0.2
ou 0.4, conforme se trate de canais de betdo ou de superficies asfaltadas,
respectivamente.

e Férmula de Giandotti (e. g., Lencastre e Franco, 2003):

LA A+15L

 080VH

em que 7, € o tempo de concentracdo (horas), A é a area da bacia de
drenagem (km?), L é o comprimento do curso de dgua principal (km) e H
€ a altura média da bacia (m); esta altura média é medida em relagéo a
seccao em estudo.

(5.13)

e Método FAA:

Outro exemplo € o método da Federal Aviation Administration (FAA), mais
utilizado no estudo de bacias hidrograficas urbanas (Chow et al., 1988):

t=18x(11-C)x L* xi™** (5.14)

sendo £, o tempo de concentragdo (minutos), C o coeficiente de escoa-
mento do método racional (adimensional), L o comprimento do plano de
escoamento ou da linha de agua (ft), e i o respectivo declive médio (%).

A vantagem deste ultimo tipo de férmulas empiricas, que inclui o coefi-
ciente de escoamento, reside na maior flexibilidade que proporcionam
para a consideragcdo das caracteristicas ocupacionais da bacia e sua
eventual evolugdo temporal, a medida que mais areas da bacia sdo ocu-
padas com zonas urbanas.

Medicéao directa usando tracadores

Os tragadores a utilizar neste tipo de estudos deverao ser produtos solu-
veis na agua, que acompanhem o percurso das moléculas de agua. Por
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definicéo, os tragadores devem apresentar um escoamento similar ao das
moléculas de agua. Alguma propriedade fisica ou quimica possibilitara a
deteccédo da sua presenca no liquido. Como exemplos de tragadores com
estas caracteristicas refiram-se a uranina, a sulforhodamina B e o cloreto
de sédio. Nenhum destes produtos € prejudicial para o Homem ou para o
ambiente. Os dois primeiros sdo corantes fluorescentes e a sua detecgéo
¢é feita com recurso a fluorimetros; a detecgédo do terceiro € efectuada
com condutivimetros. O registo da variagao da concentracao dos traga-
dores no tempo permite calcular, além de outros parametros, o tempo
meédio de escoamento entre dois pontos, respectivamente seccao inicial
e final (i. e., o local da descarga do tragcador e a sec¢do de estudo moni-
torizada).

Estimativa da velocidade média do escoamento superficial na bacia

Uma forma mais elaborada, e talvez mais correcta, de calcular o tempo
de concentragdo de uma bacia urbana passa pela aplicagdo do método
cinematico, ou seja, dividindo a bacia em n trogos com caracteristicas homo-
géneas (e. g., coberto e declive do solo) de comprimento L, (m) e calcu-
lando a velocidade do escoamento superficial em cada um deles V, (m/s).
O tempo de concentracao € definido pela soma dos tempos de percurso
correspondentes aos diferentes trocos e sera dado por:

1 L
t,=— Y =+ 5.15
g 6021/. ©19

=l i
com ¢, em minutos.

Em zonas onde ndo existam canais naturais definidos, é necessario esti-
mar a velocidade de escoamento superficial. Por exemplo, a Figura 5.20
apresenta um dbaco para a determinagédo do valor médio da velocidade
do escoamento superficial em fungao do declive do terreno e da ocupa-
¢ao do solo que pode ser utilizado para este fim.

Nos restantes trogos é possivel recorrer as formulas de escoamento com
superficie livre em regime uniforme (e. g., Manning-Strickler, Chézy) para
determinacao da velocidade de escoamento.

Em éareas urbanas onde existam sistemas de drenagem instalados, o tem-
po de concentragéo ¢., tal como definido na Equacéo (5.15), é divisivel em
duas parcelas: um tempo inicial (ou tempo de entrada) t,, correspondente
ao trajecto superficial do escoamento com origem na precipitagcéo até ao
sumidouro, sarjeta, ou boca de entrada (entrada da agua no sistema de
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Figura 5.20 - Valores médios da velocidade do escoamento superficial em fungédo
do declive do terreno e da ocupacéo do solo (adaptado de Kent, 1972).

drenagem); e um tempo de percurso t, que corresponde ao trajecto
dentro da rede de drenagem urbana (e. g., galerias, canais, colectores).
Assim, calcula-se:

=L+ (5.16)

O tempo inicial #, € obtido através de férmulas empiricas, abacos, ou en-
saios com tragadores. O tempo de percurso ¢, sera calculado a partir dos
parametros hidraulicos da rede de drenagem. No caso de sistemas a
construir (e. g., novas urbanizagdes), € necessario fazer um pré-dimensio-
namento da rede. Em sistema existentes, note-se que é possivel determi-
nar a velocidade da dgua também por outros métodos (e. g., caudalimetros).

No subcapitulo 5.5, apresenta-se um exercicio sobre a determinagédo do
tempo de concentragdo de uma bacia de drenagem urbana (Exercicio 5.3).

Estimativa recorrendo a valores tabelados

Em bacias urbanas, para efeitos de determinacdo da intensidade de pre-
cipitagdo de projecto, visando a estimativa de caudais de ponta por mé-
todos simplificados, alguns estudos aconselham os tempos de concen-
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tragédo indicados no Quadro 5.6. Como sé&o valores independentes das
dimensdes e de outras caracteristicas fisiograficas da bacia urbana, ha
que usa-los com ponderagao.

Quadro 5.6 — Tempos de concentragdo em zonas urbanas, em minutos,
em fungéo do grau de impermeabilizacao e declive das superficies.

Impermeabilizacao Declive Tempo de concentragao
(minutos)

Areas muito inclinadas

] (> 8%)

Areas urbanas com . .

impermeabilizacéo Areas inclinadas 7.5
perm ¢ (1.5% a 8%) :
superior a 50% L

Areas planas

5

(< 1.5%) 10
Areas muito inclinadas 5
(> 8%)

Areas urbanas com , ——

impermeabilizagao Areas inclinadas 10
inferior a 50% (1.5% a 8%)

Areas planas
(< 1.5%)

15

5.4 Consideracoes finais

Neste capitulo dedicado a hidrologia urbana, pretendeu-se introduzir e re-
lembrar, de forma sucinta, conceitos fundamentais que servirdo de base
aos assuntos a abordar em proximos volumes, tais como os aspectos
relacionados com o balanco hidrolégico e a bacia de drenagem. Ao nivel
da caracterizagao da bacia, o objectivo ndo era fazer uma listagem exaus-
tiva dos modelos disponiveis, mas transmitir conceitos estruturantes em
hidrologia urbana. No préximo volume, serdo analisados com mais pro-
fundidade dois componentes do ciclo hidroléogico que se revelam da
maior importancia para a hidrologia urbana: a precipitagdo e o escoamen-
to superficial. A abordagem a adoptar no estudo destes processos visa a
perspectiva da engenharia, orientada para a resolugdo de problemas de
drenagem de aguas pluviais em ambiente urbano, quer ao nivel do pro-
jecto, quer ao nivel da gestéo dos sistemas de drenagem.

5.5 Exercicios
Exercicio 5.1: Balanc¢o hidrolégico numa bacia urbana.

Uma chuvada intensa com a duracgao de 90 minutos e altura de precipita-
¢ao de 105 mm caiu numa pequena bacia urbana com uma area de 150 ha,
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localizada numa encosta. A pequena linha de agua que drena a bacia é
efémera e estava seca antes da chuvada. Ndo existem agudes na linha de
agua, nem bacias de retencdo. Na seccao de jusante, foi observado que
0 escoamento resultante daquela precipitacdo durou dez horas, com um
caudal médio de 2.0 m¥/s, tendo a linha de agua ficado novamente seca.

a) Faca uma estimativa das perdas no processo de precipitacdo-escoa-
mento.

b) Qual é a percentagem da precipitacdo que se transformou em escoa-
mento?

Resolucao

a) A equacgdo do balanco hidrolégico (equacdo da continuidade ou de
conservagido da massa) para uma bacia hidrografica, num intervalo de
tempo At, é

P-R+G+E+T)=AS (5.17)

sendo P a precipitacdo, R o escoamento superficial, G o escoamento
subterraneo, E a evaporagdo, T a transpiragdo e AS a variagdo do arma-
zenamento de agua na bacia (Figura 5.21).

—_—
G

Figura 5.21 - Componentes do ciclo hidrolégico a considerar no estudo
de uma bacia hidrografica.

Neste caso concreto, temos At = 10 h, apesar de ter chovido somente
durante 90 minutos. A variagdo do volume armazenado na bacia pode
assumir-se nula (AS = 0). Dado que a linha de agua voltou a ficar seca
pouco depois de a chuvada ter terminado, pode igualmente considerar-
-se que nao houve contribuicdo das aguas subterraneas para o caudal na
linha de agua (G = 0). Na bacia, a agua ndo disponivel para escoar super-
ficialmente infiltrou-se, aumentando o teor de agua na zona nio saturada
do solo, ou ficou retida em depressdes ou na vegetagcado, para depois
evaporar.
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Assim, as perdas sao:

X=E+T (5.18)
vindo neste caso

X=P-R (5.19)

Sendo a altura de precipitagdo P = 105 mm = 0.105 m, obtemos, em vo-
lume, P =0.105 x 1500000 = 157500 m’.

Por outro lado, sabe-se que o caudal médio é Q = 2.0 m*/s. O caudal Q
€ a principal grandeza que caracteriza o escoamento superficial e é
normalmente expresso em m?s.

Logo, o escoamento superficial € R = 2.0 x (10 x 3600) m* = 72000 m’.

Assim, as perdas sdo: X = P — R = 157500 - 72000 = 85500 m’.

Quando se aplica o conceito de balanco hidroldégico a uma bacia
hidrogréfica para intervalos de tempo de um ano hidrolégico, as-
sumindo que nao ha variagao significativa do armazenamento de
agua na bacia, pode definir-se Défice de Escoamento como D = P— R.

b) A razao entre o escoamento superficial directo e a precipitacao, de-
signada por coeficiente de escoamento (ver secgao 5.3.3), €

CGal o 2000 6457 = 4575

Exercicio 5.2: Determinagéo das caracteristicas do relevo de uma bacia
de drenagem urbana.

Considere-se a carta hipsométrica de uma bacia urbana, em Coimbra,
ilustrada na Figura 5.22. O Quadro 5.7 e o Quadro 5.8 contém informacédo
sobre as caracteristicas desta bacia. Determine o rectangulo equivalente,
a curva hipsométrica e a distribuicdo de frequéncias altimétricas.

Quadro 5.7 — Caracteristicas geométricas da bacia urbana da Figura 5.22.

A - Area da bacia (km?) 2.27
P — Perimetro (km) 6.58
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Altitudes (m)

130-140
120-130
110-1z0
100-140
G0-100
g0-20
70-80
60-70
S0 -0

40-30
a0-40
20-30

Figura 5.22 — Carta hipsométrica de uma bacia urbana, em Coimbra.

Quadro 5.8 - Areas correspondentes a varios escaldes de altitude
da bacia urbana da Figura 5.22.

Altitudes (m) Area (m?)
0-20 0
20-30 90308
30-40 427701
40-50 420088
50-60 415695
60-70 255851
70-80 226129
80-90 142965
90-100 105364
100-110 67141
110-120 63429
120-130 30786
130-140 16802
140-150 6126

Resolucao

Na Figura 5.23, Figura 5.24 e Figura 5.25, apresentam-se o rectangulo
equivalente, a curva hipsométrica e a distribuicdo de frequéncias altimé-
tricas da bacia urbana da Figura 5.22. O rectangulo equivalente tera as
seguintes dimensoes:

2

y_PoNPI-164 ool (5.20)
4
2

o P+\/P4 164 205t (5.21)
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Altitude (m)
50 60 70 80 90100

| |
0 0.5 1.0 1.5 2.0

Area (km?)
Figura 5.23 — Rectangulo equivalente da bacia urbana da Figura 5.22 (Exercicio 5.2).

Altitude (m)
160

140
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20 |

0. ; :
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25
Area (km?)

Figura 5.24 — Curva hipsométrica da bacia urbana da Figura 5.22 (Exercicio 5.2).

Altitudes (m)

150
140
130
120
10
100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

00% 20% 4.0% 6.0% 8.0% 10.0% 12.0% 14.0% 16.0% 18.0% 20.0%
% da superficie total

Figura 5.25 - Distribuigédo de frequéncias altimétricas da bacia urbana
da Figura 5.22 (Exercicio 5.2).
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Exercicio 5.3: Determinacéo do tempo de concentragdo de uma bacia de
drenagem urbana.

Pretende-se determinar o tempo de concentragcdo da bacia urbana apre-
sentada na Figura 5.26, relativamente a secgédo D. A agua escoa superfi-
cialmente numa zona de mata entre A e B e numa éarea pavimentada de
um estacionamento, entre B e C, até entrar num sumidouro localizado em
C; a partir desse ponto, o escoamento faz-se num colector de betdo até
atingir D. Na Figura 5.26, identificam-se trés situacdes, correspondentes
aos trocos AB, BC e CD, em que i é o declive, e L é o comprimento dos
trogos.

Colector
W=7% Sumidouro i3=15%

Figura 5.26 — Caracterizacdo das condi¢cdes de escoamento da agua superficial numa
bacia urbana para determinag@o do tempo de concentracdo da bacia, ..

Resolucao

O tempo de concentracao ¢, (minutos) pode ser determinado adaptando
a Equacao (5.15) ao caso concreto deste problema:

3
IC=LE.{‘.{=L J_E‘.L+£2_+£’.3_ (5.22)
60&~«V, 60\V, V, 1

sendo L, o comprimento (m) do percurso i com determinadas caracteris-
ticas e V, a correspondente velocidade de escoamento superficial (m/s).

A soma dos dois primeiros termos da Equagéao (5.22) corresponde ao tem-
po inicial e o ultimo ao tempo de percurso, definidos na Equagéao (5.16).

Recorrendo a Figura 5.20, que apresenta um abaco para a determinacgao
do valor médio da velocidade do escoamento superficial em funcéo do
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declive do terreno e da ocupacgao do solo, para o percurso entre A e B,
a velocidade média de escoamento pode ser estimada em V, = 0.2 m/s.

De igual modo, entre B e C, a velocidade média sera V, = 0.85 m/s.

No trajecto entre C e D, pode recorrer-se a equagao de Manning-Strickler
para calcular a velocidade média no colector. Contudo, como n&o conhe-
cemos as dimensdes do colector, assume-se que V, = 1 m/s (valor acei-
tavel num pré-dimensionamento).

Assim, vem:
e 1 /150 200+600
“ 60(0.2 0.85 1

Logo, o tempo de concentragéo sera:

t. = 26.4 minutos.
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